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ণتاীش
و਑੪ऩیا॥ت؛ ৳ماज़ࢹّتیا૛भه ૸।نوحࢇماو ا॥ت. ൕ೸৑ࢾش඼່اوان؛ورൕॐࢾش൛ࠞୀࢻش૛भඟ໋௖ه ণتاীشਗی঍࣒مਈইیراൾّঃ଒ࢾش੻࣓ࠝما॥تو

ऒوا॥تاوतฬذوি୓ୀشرساوحࢇࢡشୀࠛداॻࢌا॥ت.
و وازজناهऒوীش(ୀیده)঍نده॰دهو৔ଘوনیداوا඼້ارਗی৶ماید. ণتاীشਗی঍࣒مଘسانণپاسآنනොग़଒رفଘرরوൿّ঻ࢾشو઒आ୏وع঻భندਛیاو॥ت.
وازభگاه୏وردگارشاঃیدوارآජ໑ز਍یا॥ت଒اورا৅جاتমࡑشد،భروزی଒(اিسانراभඟ໋ଘتاری اوসناهਗیୀد. ازوࣅیدو঻࣓مࠛذاযشऒଘود

ऒوীشज़ࡰ࠸ولو)ازுنو඼່ز৯داিشغاयلਗیسازد.
ଘ اورا ৔وনید)দواਘیਗیدকمو ଘ(ایاوୀ،ن಻൜৒ اخلاصو ازඵ෩ઽریبا ৔وউّلਗیඅ౶࣓م. ا৷ماندار৤موୀاو গداশࢌਗیओوగوଘاو یاریو ازاو
ଡداردوఇر໇ودऒیਘپادشاభଡ.ع઱ندهایخا঻نಶඌিداଡگا گاਗଡیॷمارم،৾ ৾ واورا তناਉی඼່دیड़ؤૼنواਬࣥوار(಻൜৒భن). یൊتا یൊتاਪیਗیতنا३م.
با॰دوපෂزّها॥تازداಶඍنঙماষندوඵ෣োریඟ໊ୀدار௧୓گاਘییاभࢌو৖وতیدهدا८ت భآඔ඼່ࣁࡦشیاوری.ୀୃازآنا॥تज़଒شاورووزୌیدا૛তه
࢕عඟ໋دیدو঴دان௧گاها॥تواमتداروඵ෇رਛیدارد.඼່ฬما਩یঝࡤتوآජ໑زید،طاࠥتو঻ندਛیاش৶ࢤود৯دواوشࢁචඟ໋اری৶ࢤود. واز৩ھاناड़ورॡطّ

রودهو঒ࡣتو ൕঙࣂ૙ه ड़඼່ود. شا૛ീীهیඵ෇ଽزیরود،ଘاو)ࠝطا ඼່مانرواਪیඟ໊دوࠛداॻࢌනේঝرد؛وୀୃازشا૚঵هی৑ଽࡻصوࢼਞඇیا॥تو(آ૏৅ه
گاଡوदଘدرت ୏وردگاریا॥تସّଘ଒়ش৾ واوஅازඵ෇ଽزیا॥توাسازඵ෇ଽزی. ඵ෇زیঙماষندشඓࣂࡣت. و ஑گاهزوالਖ৶ییا঴د
భ)ی਍ඟندونࢂඇඏیਖ৶مارد.دیدهایاوراॷیਗرگБЗودراऒ(قऑଘ)شज़قاग़ّع࢖وଘت.و॥ا(زّهපෂو)شپاکিୃیشأୀଘو.(تدر൉ग़و)شپادشاهীوऒ
భ،آیدୀࣣفاوીو৔ଘ଒آنଽ.ت॥ฬندوداേ৳ସّبانو඼ෙय़وفو৙࣓مورൊୃوحୀࣨواوਭو लویو൉ग़تدروඇඏنا ਖ৶ی঍ند. ग़ࡁभජࢌ)ୀاواحاসକیدا

وબࡶشඵළرانما৯د.(ଘآ඼່یدگان)େدیکا॥تو(భرन࠽تग़قام،ازآฬن)دورا॥ت..

঴دون৑ࡻ૕هතअرتعلی(ع)ॠభدحوণتاীش೯داو৯د ૚੺आه

ͷی
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جهانͬ تورینگ ماشین ͷی از استفاده با که T سازگار و اصل�پذیر بازگشتͬ �طور به نظریه هر برای
و نمͬ�دهد نشان را T کولموگروف پیچیدگͬ cT که کرد استدلال راتیͺاینن مͬ�پردازد. شده تعریف
این در .cT = cS که یافت جهانͬ تورینگ ماشین مͬ�توان همواره ،T و S نظریه دو برای که برد پی
مͬ�شود داده نشان است شده نگاشته [٣٣] و [٢۵] ،[١٧] ،[١۶] های مقاله اساس بر که پایان�نامه

معادلند: زیر شرط سه که

نیست. S در ولͬ است اثبات قابل T در که است موجود τ مانند Π1-جمله�ای .١

است. برقرار cS ̸= cT جهانͬ، تورینگ ماشین�های از برخͬ برای .٢

است. برقرار rS ̸= rT جهانͬ، تورینگ ماشین�های از برخͬ برای .٣

S و T حسابی نظریه�ی دو برای و نیست؛ منطبق cT بر لزوماً rT که مͬ�شود داده نشان همچنین
تورینگ ماشین�های از شمارشͬ همواره نیست، S در اما است اثبات�پذیر T در که Π1-جمله�ای با

.rS < rT و cT = cS که طوری به دارد وجود
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مقدمـه

توصیف سختͬ مفهوم معنͬ به کولموگروف١» «پیچیدگͬ �صورت به متناهͬ اشیاء شهودی پیچیدگͬ

ثابت) جهانͬ تورینگ ماشین ͷی (یا تورینگ ماشین�های تمام از بازگشتͬ شمارشͬ توسط یͷشͬء

و اصل�پذیر بازگشتͬ �طور به صوری نظریه ͷی برای که کرد ثابت شایتین٢[۴] مͬ�شود. صوری�سازی

با شیئͬ که کند ثابت نمͬ�تواند T نظریه که دارد وجود طوری cT نام به طبیعͬ عدد ͷی ،T سازگار

پیچیدگͬ (با خاصیت این با اشیاء بی�نهایت اگر حتͬ دارد؛ وجود cT از بیشتر کولموگروف پیچیدگͬ

«نظریه که شد تفسیر گونه این اشتباه) (به نتیجه این باشند. داشته وجود (cT از بیشتر کولموگروف

کند». ثابت نمͬ�تواند را هستند T خود به نسبت بیشتری پیچیدگͬ دارای که جملاتͬ T

دادن نشان با که بود همو و شد، نامیده T مشخصه ثابت لامبالͽن٣[٢۵] فان توسط cT عدد

به cT نگرش به است، cT همان آن�ها مشخصه�ی ثابت که مختلف پیچیدگͬ با نظریه�هایی وجود

عاملͬ �عنوان به تورینگ ماشین انتخاب روی راتیͺاینن۴[٣٣] کرد. انتقاد T نظریه پیچیدگͬ عنوان

به صوری نظریه هر برای که کرد ثابت حقیقت در و بود شده متمرکز مͬ�گذارد تأثیر cT مقدار در که

صفر برابر cT �که �طوری به است موجود جهانͬ تورینگ ماشین ،T سازگار و اصل�پذیر بازگشتͬ �طور

باشد. برقرار cT = cS تساوی ،S و T نظریه�ی دو برای است ممͺن همواره بنابراین مͬ�شود؛

،[١٧] ،[١۶] های مقاله اساس بر جهانͬ تورینگ ماشین ͷی وجود از توصیفͬ پایان�نامه این در

١Kolmogorov complexity
٢Chaitin
٣van Lambalgen
۴Raatikainen

۴



۵ مقدمه

از برخͬ برای که شد خواهد ثابت باشد: برقرار cT ̸= cS �که �طوری به مͬ�شود ارایه [٣٣] و [٢۵]

ثابت را حسابی Π1-جمله�ی ͷیT اگر فقط� و اگر است برقرار cS < cT تورینگجهانͬ ماشین�های

معرفͬ cT با ارتباط در [٣٣] راتیͺاینن توسط rT دیͽر ثابت کند. ثابت �را آن نمͬ�تواند S که کند

از باشد. بزرگ دلخواه اندازه هر به مͬ�تواند rT و cT بین تفاوت که مͬ�شود داده نشان است. شده

برای اگر فقط و اگر است برقرار rS < rT جهانͬ تورینگ ماشین�های از برخͬ برای دیͽر، طرف

باشد. برقرار cS < cT متفاوت) (احتمالا˟ جهانͬ تورینگ ماشین�های از برخͬ

است: زیر صورت به پایان�نامه این مختلف فصل�های

دوم، فصل در مͬ�دهیم. ارایه را نیاز مورد محاسبات نظریه اولیه�ی مفاهیم و تعاریف اول، فصل در

الͽوریتمͬ نظریه از کاربرد دو و نمͬ�کند تایید را فلسفیش نتایج شایتین ریاضیات که مͬ�کنیم بیان

برده سوال زیر را نتیجه�اش از شایتین تفسیر سوم، فصل در مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد را اطلاعͬ

دهیم قرار تحلیل و تجزیه مورد مسایل در را مشخصه ثابت از درستͬ ماهیت که مͬ�کنیم سعͬ و

مشخصه ثوابت به چهارم، فصل در مͬ�دهد. سوق تفسیری چنین به را مردم عاملͬ چه ببینیم و

نشان و مͬ�کنیم فرمول�بندی PA در را تورینگ ماشین مفهوم پرداخته، کولموگروف پیچیدگͬ توسط

شایتین مشخصه�ی ثوابت باشد، PA توسیع که T مانند صحیح صوری نظریه هر برای که مͬ�دهیم

دو برای و نیست؛ منطبق cT بر لزوماً rT که مͬ�شود داده نشان همچنین و موجودند راتیͺاینن و

شمارشͬ همواره نیست، S در اما است اثبات�پذیر T در که Π1-جمله�ای با S و T حسابی نظریه�ی

صورت به پنجم، فصل در .rS < rT و cT = cS که طوری به دارد وجود تورینگ ماشین�های از

مͬ�دهیم نشان پرداخته، حساب صوری نظریه�های مشخصه ثوابت و کولموگروف پیچیدگͬ به مفصل

و دارد بستگͬ نیز جهانͬ تورینگ ماشین انتخاب به ،T صوری نظریه قدرت بر علاوه cT مقدار که

پایان در و کرد بزرگ دلخواه طور به یا صفر را cT مقدار مͬ�توان مناسب تورینگ ماشین انتخاب با

زیر شرط سه باشند PA توسیع که S و T صحیح صوری نظریه�های برای که مͬ�شود داده نشان

معادلند:

نیست. S در ولͬ است اثبات قابل T در که است موجود τ مانند Π1-جمله�ای .١

است. برقرار cS ̸= cT جهانͬ، تورینگ ماشین�های از برخͬ برای .٢



۶ مقدمه

است. برقرار rS ̸= rT جهانͬ، تورینگ ماشین�های از برخͬ برای .٣



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

٧



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

آن�ها به بیشتر درک برای بعد فصل�های در که است پایه�ای و اساسͬ تعریف�های شامل فصل این

فصل�های در که تورینگ٣ ماشین و پئانو٢ حساب نظریه١، ͷتعریفی رو این از داشت. خواهیم نیاز

است. شده گنجانده فصل این در شد، خواهیم روبرو آن�ها با کرات به بعد

محاسبه نظریه مبادی ١.١

از متناهͬ دنباله�ی هر است. Σ مانند متناهͬ مجموعه�ای الفبا ͷی .([٢٧] (الفبا .١.١.١ تعریف

اعضای از متشͺل متناهͬ دنباله�های همه�ی مجموعه�ی مͬ�نامند. «رشته» یا «کلمه» ͷی را Σ اعضای

مͬ�دهیم. نشان Σ∗ با را Σ مجموعه�ی

زیر موارد شامل ،L اول مرتبه زبان ͷی الفبای .([١۴] اول مرتبه زبان�های (الفبای تعریف٢.١.١.

است:

سور و وجودی سور ترتیب (به ∀ و ∃ نمادهای ،¬,∧,∨,→,↔ از اعم گزاره�ای روابط همه (١)

.( و ) پرانتزها و (متغیرها) x1, x2, ... شمارای مجموعه ͷی عمومͬ)،

باشد: زیر موارد شامل مͬ�تواند L الفبای علاوه، به (٢)

مͬ�شوند. نامیده محمولͬ نماد که P چون نمادهایی از شمارا یا متناهͬ مجموعه ͷی (الف)

مͬ�شوند. نامیده ثابت نماد که c چون نمادهایی از شمارا یا متناهͬ مجموعه ͷی (ب)

مͬ�شوند. نامیده تابعͬ نماد که f چون نمادهایی از شمارا یا متناهͬ مجموعه ͷی (پ)

،Σ الفبای با (صوری) زبان ͷی را Σ∗ از L زیرمجموعه هر .([١٣] صوری (زبان .٣.١.١ تعریف

مͬ�گوییم. ،Σ (الفبای) روی زبان ͷی یا

هرگاه گوییم، تصمیم�پذیر را Σ الفبای روی L زبان ͷی .([١٣] تصمیم�پذیر (زبان .۴.١.١ تعریف

١Theory
٢Peano Arithmetic
٣Turing machine
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σ ̸∈ L یا σ ∈ L آیا که کند تعیین ،σ ∈ Σ∗ ورودی هر ازای به که باشد داشته وجود الͽوریتم١ͬ

هستند. برقرار

هرگاه گوییم کارآمد شمارای را Σ الفبای روی L زبان .([١٣] کارآمد (شمارای .۵.١.١ تعریف

باشند. L اعضای دقیقاً آن خروجͬ�های که باشد موجود ورودی بدون الͽوریتمͬ

شمارای A ⊆ Σ∗ مجموعه�ی که گفت مͬ�توان کارآمد شمارای مفهوم برای معادل تعریفͬ در

هستند A عضو که ورودی�هایی روی فقط که باشد موجود الͽوریتمͬ اگر فقط و اگر است کارآمد

مͬ�شود متوقف x ∈ Σ∗ روی وقتͬ فقط (تک�ورودی) الͽوریتم این دیͽر عبارت به شود. متوقف

.x ∈ A که

تعریف زیر استقرایی صورت به (L-ترم�ها) L زبان ͷی ترم�های .([٣۴] (ترم .۶.١.١ تعریف

مͬ�شوند:

است. یLͷ-ترم ،Lثابت نماد هر و متغیر هر (الف)

f(t1, ..., tn)عبارت آنگاه Lباشد، n-موضعͬ تابعͬ نماد ͷی f و باشند L-ترم ،t1, ..., tn اگر (ب)

است. ترم -Lͷی

به عبارت�هایی ،L اول مرتبه زبان ͷی اتمͬ فرمول�های .([٣۴] اتمͬ (فرمول�های .٧.١.١ تعریف

L-ترم ،t1, ..., tn و است L n-موضعͬ محمولͬ نماد ͷی R آن در که هستند، R(t1, ..., tn) شͺل

هستند.

به (L-فرمول�ها) L اول مرتبه زبان ͷی فرمول�های .([٣۴] اول مرتبه (فرمول .٨.١.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف بازگشتͬ صورت

است. یLͷ-فرمول ،L اتمͬ فرمول هر (الف)

L-فرمولند: نیز زیر موارد آنگاه باشند، L-فرمول دو ψ و φ اگر (ب)

.(¬φ) ،(φ ∧ ψ) ،(φ ∨ ψ) ،(φ→ ψ) ،(φ↔ ψ) ،
(
(∀xi)φ

)
،
(
(∃xi)φ

)
(که محاسباتͬ شیوه� ͷی برای دستورالعمل�هایی از صریح کارآمد مجموعه�ی ͷی از است عبارت الͽوریتم ͷ١ی

رود. کار به سوالات از مفروضͬ رده�ی جواب�های یافتن برای است ممͺن و نیست) عددی لزوماً
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آزادی١ متغیر هیچ هرگاه نامیم L-جمله را اول مرتبه یLͷ-فرمول .([٣۴] (جمله تعریف٩.١.١.

باشد. نداشته

در موجود سورهای که است حسابی فرمول�های تمام از متشͺل ∆0 مجموعه .١٠.١.١ تعریف

ͷی ∀x0∀x1...∀xnφ فرمول صورت این در φ؛ ∈ ∆0 کنید فرض هستند. محدود٢ ͬͽهم آن�ها

است. Σ1-فرمول ͷی ∃x0∃x1...∃xnφ فرمول و Π1-فرمول

تحت هرگاه گوییم نظریه را T مثل L-جمله�ها از مجموعه ͷی .([١٣] (نظریه .١١.١.١ تعریف

.φ ∈ T آنگاه ،T ⊢ φ اگر ،φ L-جمله�ی هر برای یعنͬ باشد، بسته استنتاج

اگر فقط و اگر مͬ�شود گفته صحیح نظریه ،T نظریه�ی .([٢٧] صحیح٣ (نظریه .١٢.١.١ تعریف

باشد. درست حساب) استاندارد مدل (در آن قضیه�های تمام

است. صحیح نظریه�ی ͷی کرد خواهیم تعریف ادامه در که پئانو حساب .١٣.١.١ مثال

اثبات را تناقضͬ هیچ هرگاه گويند سازگار را T نظریه�ی .([٢٧] سازگار۴ (نظریه تعریف١.١.١۴.

و T ⊢ φ دو هر آن برای كه �طورى به باشد نداشته وجود φای فرمول هیچ ديͽر، عبارت به نکند.

گویند. ناسازگار۵ را نظریه اينصورت غير در باشند. برقرار T ⊢ ¬φ

آنگاه باشد صحیح نظریه ͷی T اگر زیرا است. سازگار صحیح، صوری نظریه هر .١۵.١.١ ملاحظه

هم و φ هم که آنجایی از چون کند، ثابت را ¬φ هم و φ هم نمͬ�تواند T ،φ L-جمله�ی هر برای

نظریه�یصحیح تعریف به توجه با لذا باشند درست حساب استاندارد مدل در هم�زمان نمͬ�توانند ¬φ

است. سازگار T نتیجه در پس شوند. اثبات هم T در نمͬ�توانند

باشد نداشته قرار φ سورهای عمل دامنه از ͬͺی در حداقل xi هرگاه است φ L-فرمول آزاد متغیر ͷی xi ١گوییم
نباشد). سورها از ͬͺی به محدود (حداقل

ψ آن در که باشد ∃x < t ψ(x) یا ∀x < t ψ(x) شͺل به هرگاه مͬ�شود گفته محدود سور با φ L-فرمول ͷ٢ی
است. محدود سور با فرمول ͷی ∀x < 5 2x < 17 مثال برای است. عدد ͷی t و سور بدون یLͷ-فرمول

٣Sound
۴Consistent
۵Inconsistent
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اختصار به یا اصل�پذیر، بازگشتͬ طور به T نظریه�ی .([١٣] اصل�پذیر (نظریه .١۶.١.١ تعریف

وجود Σ مانند L-جمله�ها از تصمیم�پذیر مجموعه�ی ͷی اگر تنها و اگر مͬ�شود گفته اصل�پذیر،

که است L-جمله�هایی همه�ی مجموعه�ی Cn(Σ) آن در که T = Cn(Σ) که طوری به باشد داشته

.Cn(Σ) = {σ : Σ � σ} یعنͬ مͬ�دهد، نشان را هستند Σ منطقͬ نتیجه�ی

نظریه T از توسیع ͷی بͽیرید. نظر در نظریه ͷی را T .([١۴] نظریه (توسیع .١٧.١.١ تعریف

کند. ثابت را T قضایای تمامͬ بتواند که است صوری

آن موضوعه اصول از ͷی هیچ ولͬ باشد T از توسیعͬ مͬ�تواند صوری نظریه ͷی .١٨.١.١ تبصره

نباشد. مشترک T با

بͽیرید: نظر در زیر صورت به را S و T نظریه�ی دو .١٩.١.١ مثال

T = {¬∀xP (x), ∀x[¬Q(x)→ P (x)]} و

.S = {∃x[¬P (x) ∧Q(x)],¬∃x[¬P (x) ∧ ¬Q(x)]}

که مͬ�دهیم نشان منظور، این برای .T ≡ S که مͬ�دهیم نشان حال .T ∩ S = ∅ وضوح به

S برای مدلͬ T مدل هر که مͬ�دهیم نشان ابتدا برعکس. و است S برای مدلͬ T مدل هر

M مͬ�کنیم فرض پس است. برقرار مقدم انتفای به حͺم آنگاه باشد نداشته مدل T اگر است.

Mو |= ¬∀xP (x) بنابراین ،M |= Tصورت این در باشد. T برای Mمدلͬ زمینه�ی مجموعه با

نشان این Mو ̸|= ∀xP (x) داریم ،M |= ¬∀xP (x) که آنجایی از .M |= ∀x[¬Q(x)→ P (x)]

،M |= ∀x[¬Q(x)→ P (x)] که آنجایی از و .(*)M |= ¬P (a) ،a ∈M ͷی ازای به که مͬ�دهد

،b ∈ M هر برای اینرو، از .M |= ¬Q(b) → P (b) ،b ∈ M هر برای که گفت مͬ�توان

انتخاب را مͬ�کند صدق (*) رابطه در که را a ͷی .(**)M |= P (b) آنگاه M |= ¬Q(b) اگر

مͬ�شود نتیجه (**) رابطه�ی از a این برای حال .M ̸|= P (a) معادلا Mیا |= ¬P (a)پس مͬ�کنیم،

و M |= ¬P (a) داریم a ∈ M ͷی ازای به پس .M |= Q(a) معادلا یا M ̸|= ¬Q(a) که

است معنͬ بدین این و ،M |= ¬P (a) ∧Q(a) داریم a ∈ M همان ازای به لذا M؛ |= Q(a)

معادلا Mیا |= ¬∃x[¬P (x) ∧ ¬Q(x)] که مͬ�هیم نشان حال .M |= ∃x[¬P (x) ∧Q(x)] که
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که است این با Mمعادل ̸|= ∃x[¬P (x) ∧ ¬Q(x)] که آنجایی از .M ̸|= ∃x[¬P (x) ∧ ¬Q(x)]

Mاست ̸|= ¬Q(a) Mیا ̸|= ¬P (a) با معادل این Mو ̸|= ¬P (a) ∧ ¬Q(a) ،a ∈ M هر برای

هر برای که دهیم نشان است کافͬ لذا است، Mمعادل |= Q(a) Mیا |= P (a) با نیز خود این که

،a ∈ M هر برای بنابراین ،M |= ∀x[¬Q(x)→ P (x)] چون .M |= P (a) ∨Q(a) ،a ∈ M

یا ،M |= P (a) آنگاه M |= ¬Q(a) اگر ،a ∈ M هر برای پس M؛ |= ¬Q(a) → P (a)

M |= Q(a) ،a ∈ M هر برای لذا ،M |= P (a) Mیا ̸|= ¬Q(a) ،a ∈ M هر برای معادلا

توضیحات به توجه با درنتیجه و .M |= P (a) ∨ Q(a) ،a ∈ M هر برای پس ،M |= P (a) یا

است. T برای مدلͬ S مدل هر که مͬ�دهیم نشان حال .M |= ¬∃x[¬P (x) ∧ ¬Q(x)] فوق

زمینه�ی مجموعه با N که کنیم فرض است. برقرار مقدم انتفای به حͺم باشد نداشته مدل S اگر

چون .N |= ¬∃x[¬P (x) ∧ ¬Q(x)] و N |= ∃x[¬P (x) ∧Q(x)] لذا باشد، S برای مدلͬ N

پس .N |= P (a) ∨ Q(a) ،a ∈ N هر برای فوق توضیحات همانند N |= ∃x[¬P (x) ∧Q(x)]

در .N |= ¬Q(a) → P (a) بنابراین و ،N |= P (a) آنگاه ،N |= ¬Q(a) اگر ،a ∈ N هر برای

گفت مͬ�توان ،N |= ∃x[¬P (x) ∧Q(x)] که آنجایی از و .N |= ∀x[¬Q(x) → P (x)] نتیجه

هم و N |= ¬P (a) ،a ∈ N ͷی ازای به بنابراین ،N |= ¬P (a) ∧ Q(a) ،a ∈ N ͷی ازای به

یعنͬ این و ،N ̸|= P (a) معادلا یا N |= ¬P (a) ،a ∈ N ͷی ازای به اینرو از .N |= Q(a)

.T ≡ Sپس .N |= ¬∀xP (x) معادلا یا N ̸|= ∀xP (x)

اول مرتبه حساب ٢.١

طبیعͬ، اعداد زبان عنوان به را LA = {+, ·, S,<, 0, 1} .([٢٩] پئانو (حساب .١.٢.١ تعریف

اصول با را Q نظریه بͽیرید. نظر در ،S(x) = x+ 1 است، تالͬ تابع دهنده نشان S تابع آن در که

مͬ�کنیم: مشخص زیر

1. ∀x ¬
(
S(x) = 0

)
2. ∀x∀y

(
S(x) = S(y) −→ x = y

)
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3. ∀x
(
x+ 0 = x

)
4. ∀x∀y

(
x+ S(y) = S(x+ y)

)
5. ∀x

(
x · 0 = 0

)
6. ∀x∀y

(
x · S(y) = x · y + x

)
7. ∀x

[
¬(x < 0)

]
8. ∀x∀y

(
x < S(y)←→ x < y ∨ x = y

)
9. ∀x∀y

(
x < y ∨ y < x ∨ x = y

)
.

حاصل جدیدی نظریه بیافزاییم، ،φ L-فرمول هر برای را زیر اصول مجموعه فوق، نظریه به اگر

مͬ�دهیم. نشان PA با و مͬ�نامیم پئانو حساب را آن ما که مͬ�شود

10. φ(0) ∧ ∀x
[
φ(x) −→ φ

(
S(x)

)]
−→ ∀xφ(x).

دارند. نام استقراء فوق، اصول

کوچ�ͷتری رابطه�ی و ضرب جمع، عمل با همراه ،N طبیعͬ، اعداد که باشید داشته توجه

مͬ�شود. نامیده PA استاندارد مدل که مͬ�باشد PA نظریه�ی برای مدلͬ معمولͬ،

مͬ�کند. ثابت را N در درست Σ1-جمله�های ،Q نظریه .([٣۴]) .٢.٢.١ قضیه

A اعضای تمام روی هرگاه گوییم تام تابع را f : A −→ B تابع .([٢٧] تام (تابع .٣.٢.١ تعریف

باشد. f(x) ∈ B ،x ∈ A هر ازای به یعنͬ باشد. شده تعریف

مͬ�نامیم. جزیی تابع را f تابع اینصورت غیر در

در Σ1-تعریف�پذیر را f : Nn −→ N تابع .([٣۴] PA در Σ1-تعریف�پذیر (تابع .۴.٢.١ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود PA در φ مانند Σ1-فرمولͬ هرگاه گوییم PA

و PA ⊢ ∀x ∃!y φ(x, y) .١

.PA ⊢ φ(k,m) آنگاه باشد f(k) = m اگر k ∈ Nn و m ∈ N برای .٢
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طور به هرگاه گوییم محاسبه�پذیر را f : Nn −→ N تابع .([١۵] محاسبه�پذیر (تابع تعریف٢.١.۵.

باشد: آمده بدست زیر استقرایی

محاسبه�پذیرند. تصویر توابع و ضرب جمع، توابع (الف)

تابع آنگاه باشند، محاسبه�پذیر توابع H1, ..., Hm : Nn −→ N و G : Nm −→ N اگر (ب)

محاسبه�پذیر نیز مͬ�شود تعریف زیر صورت به a = (a0, ..., an) ∈ Nn برای که F : Nn −→ N

است:

.F (a) = G
(
H1(a), ..., Hm(a)

)
موجود x ∈ N ،a = (a0, ..., an) ∈ Nn هر برای و محاسبه�پذیر G : Nn+1 −→ N اگر (پ)

است: تام) (و پذیر محاسبه زیر تعریف با F : Nn −→ N تابع آنگاه ،G(a, x) = 0 که باشد

.F (a) = µx
(
G(a, x) = 0

) ١

،a ∈ Nn هر «برای شرط فوق، تعریف (پ) بند در اگر که باشید داشته توجه .۶.٢.١ ملاحظه

داشت. خواهیم را محاسبه�پذیر جزیی تابع تعریف آنگاه کنیم، حذف را «... که باشد موجود x ∈ N

ناتمامیت اول قضیه ٣.١

رياضͬ دنياى و کرد ثابت را دوم و اول ناتماميت معروف قضاياى گودل٢ کورت ١٩٣١ سال در

در سازگار نظریه�ای که مͬ�دهند نشان گودل٣ ناتمامیت قضایای حقیقت در ساخت. متحول را

پاسخ ͷی که مͬ�شود تصمیم�ناپذیر گزاره�های یافتن به منجر ریاضیات از قوی اندازه به شاخه�های

مͬ�شود. گرفته نظر در است؟» کامل علمͬ ریاضیات «آیا با رابطه در هیلبرت۴ مسئله دومین به منفͬ

کرد: بیان زیر صورت به را خود ناتمامیت اول قضیه خود معروف مقاله در گودل

مͬ�کند. صدق G(a, x) = 0 خاصیت در که است x کوچͺترین دهنده نشان µx
(
G(a, x) = 0

)١
٢K. Gödel
٣Gödel’s Incompleteness Theorems
۴D. Hilbert
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کافͬ اندازه به ریاضͬ سازگار نظریه هر برای .([٣۴] گودل ناتمامیت اول (قضیه .١.٣.١ قضیه

عبارت به نقیضآن. نه و است اثبات�پذیر خودش نه که دارد وجود جمله�ای ،ZFC PAیا مانند غنͬ

که دارد وجود جمله�ای ،ZFC یا PA مانند غنͬ کافͬ اندازه به ریاضͬ سازگار نظریه هر برای دیͽر،

نیست. اثبات�پذیر ولͬ است درست

محاسبه�پذیری نظریه مبانͬ ۴.١

درخشانͬ برهان و داده نمایش را فرضͬ ماشین�های از ساده�ای بسیار نوع تورینگ۵ ١٩٣۶ سال در

محاسبه معینͬ روش با انسانͬ محاسبات توسط معقول صورت به بتواند که چیزی هر اینکه درباره�ی

بود، کرده ادعا تورینگ که همچنان کرد. ارایه شود، محاسبه ماشینͬ چنین ͷی توسط مͬ�تواند شود

محقق تورینگ ماشین ͷی توسط شود نامیده مؤثر» «روش طبیعͬ طور به بتواند که پردازشͬ هر

تلاش�های گذشته، سال چند در مͬ�شود. مطرح تورینگ۶ فرضیه عنوان تحت ادعا این مͬ�شود.

نتیجه مؤثر»، «روش مفهوم محسوس̞ حال عین در و دقیق رضایت�بخش̞ تعریف ارایه برای جدی

است. داشته پی در است پردازش�ها کلاس تعریف همان اصل در که گسترده�تر مفهوم در را معادل

کارآمد» شمارش «قابلیت مفهوم با خودش مؤثر» «روش مفهوم بین اصلیش مقاله�ی در (تورینگ

ͷی از نظر صرف که، �مͬ�کند بیان را مفهوم این چرچ٨ فرضیه مͬ�کند.) ایجاد هم�ارزی چرچ٧

دارد. وجود مؤثر محاسبه�پذیری از واقعͬ مفهوم ͷی دقیق، صوری�سازی

۵A. Turing
۶Turing’s Thesis
٧A. Church
٨Church’s Thesis



١۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

جهانͬ ماشین�های و کارآمد شمارش�های ١.۴.١

متناهͬ برنامه ͷی شامل تورینگ ماشین ͷی مͬ�کنیم: صوری�سازی زیر شͺل به را تورینگ ماشین

مͬ�شود) نامیده سʿرʿک٩ (که دسترسͬ نشانگر از استفاده با که مͬ�شود) نامیده متناهͬ کنترل (که

دو به ما مͬ�باشد. مͬ�شود) نامیده نوار (که سلول�هاست از خطͬ فهرست ͷی دستکاری به قادر

کنترل مͬ�کنیم. حرکت نوار روی (L) چپ به حرکت و (R) راست به حرکت عنوان تحت جهت

نوار سلول و گیرد، قرار SM حالت�های از متناهͬ مجموعه�ی اعضای از ͷی هر روی مͬ�تواند متناهͬ

ترتیب به زمان لحظات و گسسته زمان باشد. B خالͬ فضای ͷی یا و 1ͷی ،0ͷی شامل مͬ�تواند

روی سرک لحظه، هر در است. محاسباتش شروع لحظه�ی ماشین هر در 0 و مͬ�باشند 0, 1, 2, ...

مشخصͬ سلول روی 0 لحظه در سرک مͬ�شود. گفته اسͺن آن به که مͬ�گیرد، قرار خاص سلول

q0 مشخص حالت روی نیز متناهͬ کنترل و مͬ�گویند، شروع سلول آن به که مͬ�گیرد قرار نوار روی

شروع سلول از که سلول�ها از متناهͬ تعداد جز به نوار، سلول�های تمام ،0 لحظه�ی در مͬ�گیرد. قرار

دارد. نام ورودی دودویی رشته�ی این مͬ�باشند. B نماد شامل هستند، 1 و 0 شامل راست سمت به

تورینگ ماشین ١ شͺل

شود: اجرا زیر پایه�ای عملͽرهای توسط مͬ�تواند دستگاه

٩Head
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یا و بنویسد، مͬ�شود اسͺن که سلولͬ روی را Γ = {0, 1, B} از عضوی مͬ�تواند .١

دهد. انتقال چپ یا راست سمت به سلول روی را سرک مͬ�تواند .٢

کنترل مرحله، هر محاسبه در مͬ�کند. تکرار مرحله هر در را عملیات این است، فعال دستگاه چون

از فهرستͬ با مطابق که است شده ساخته گونه�ای به دستگاه مͬ�گیرد. را SM از حالتͬ متناهͬ

شامل اسͺن تحت سلول که نمادی و متناهͬ کنترل فعلͬ حالت قوانین، این مͬ�کند. عمل قوانین

بعد عملیات اجرای پایان در را حالت و کرده اجرا را بعد مرحله عملیات مͬ�کند، تعیین را است آن

نمادی s متناهͬ، کنترل فعلͬ حالت p آن در که مͬ�باشند (p, s, a, q) شͺل به قواعد مͬ�کند. وارد

از عضوی توسط (٢) یا (١) شͺل به که است بعد مرحله عملیات a دارد، اسͺن تحت سلول که

مرحله این پایان در که است متناهͬ کنترل از حالتͬ q و است، شده اجرا S = {0, 1, B, L,R}

یعنͬ این و باشند، داشته یͺسانͬ ابتدایی عضوهای نمͬ�توانند متمایز چهارتایی دو مͬ�شود. وارد

در باشد؛ مجموعه در نیست لازم ابتدایی عضو دو از ممͺن ترکیب�های همه�ی است. قطعͬ دستگاه

متوقف دستگاه مͬ�گوییم حالت این در ندهد. انجام عملیاتͬ هیچ دستگاه مͬ�دهیم اجازه اینصورت

از متناهͬ زیرمجموعه ͷی از تابعͬ توسط را تورینگ ماشین ͷی مͬ�توانیم ما بنابراین، است. شده

شده، داده ورودی ͷی و تورینگ ماشین ͷی برای کنیم. تعریف SM ×Γ×{L,R, S} به SM ×Γ

است ممͺن که مͬ�کند، اجرا را شده تعیین عملیات�های از فرد به منحصر تورینگیͷسلسله ماشین

نرسد. یا برسد پایان به مراحل از متناهͬ تعداد ͷی در

ماشین ورودی دهیم: نسبت تورینگ ماشین ͷی به زیر صورت به را جزیی تابع ͷی مͬ�توانیم ما

به منحصر دودویی رشته�ی شͺل به دودویی رشته�های از (x1, ..., xn) یnͷتایی عنوان به تورینگ

دودویی رشته�ی حداکثر توسط شده داده نشان عدد است. xiها مرزبند١ خود نسخه�ی از متشͺل فرد

خالͬ فضای ͷی اگر یا شده، اسͺن بیت� تعدادی از که است خالͬ) فضای توسط شده� (مرزبندی

مͬ�شود. نامیده محاسبه خروجͬ مͬ�شود، متوقف ماشین که لحظه�ای با است، 0 باشد شده اسͺن

به ،N به Nn از جزیی تابع ͷی تورینگ ماشین هر .([٢٧] جزیی بازگشتͬ (تابع .١.۴.١ تعریف

آنگاه ،(l(x) = n آنگاه باشد x = x1x2...xn اگر مثال، (برای بͽیریم نظر در x دودویی رشته�ی طول را l(x) ١اگر

x = 110 اگر مثال، برای .x = 1l(x)0x مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به و داده نشان x با را x مرزبند خود نسخه�ی
.x = 1110110 آنگاه باشد،
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ماشین اگر مͬ�نامیم. جزیی بازگشتͬ تابع ͷی را تابعͬ چنین ما که مͬ�کند تعریف را ،n > 1 ازای

در و شده تعریف دامنه تمام برای تابع محاسبه�ی آنگاه شود، متوقف ها ورودی همه�ی برای تورینگ

گوییم. بازگشتͬ اختصار به یا تام بازگشتͬ تابع را تابع صورت این

بودن جزیی بازگشتͬ تابع دادن نشان بͽیرید. درنظر دودویی رشته�ی ͷی عنوان به را x .٢.۴.١ مثال

برای زیرا نیستند تام h و g توابع اما است. آسان h(xy) = y و g(xy) = x ،f(x) = x ،l(x) توابع

نشده�اند. تعریف 1111 ورودی

به مͬ�توانیم ما است. ͷی به ͷی تام بازگشتͬ تابع ،N به N×N از ⟨x, y⟩ = xy تابع .٣.۴.١ مثال

،k ثابت هر برای ،N به N k از ͷی به ͷی تام بازگشتͬ تابع آوردن دست به برای را روند این سادگͬ

کنیم. تعریف ⟨n1, n2, ..., nk⟩ = ⟨n1, ⟨n2, ..., nk⟩⟩ شͺل به و داده توسعه

تورینگ ماشین�های ٢.۴.١

شͺل به تایی شش ͷی Mبا مانند تورینگ ماشین هر .([٢٨] تورینگ (ماشین .۴.۴.١ تعریف

آن: در که مͬ�شود Mتعریف = (SM ,Γ,Σ, δM , IM , FM)

Mاست، حالت��های مجموعه SM .١

که B شاخص عضو علاوه�ی به مͬ�شود نامیده نوار الفبای که علائم از متناهͬ مجموعه Γ .٢

است، خالͬ نماد دهنده�ی نشان

،(Σ ⊆ Γ \ {B}) است ورودی الفبای Σ .٣

مͬ�شود: تعریف زیر جزئͬ تابع صورت به که است انتقال تابع δM .۴

δM : (SM − FM)× Γ −→ SM × Γ× {L,R, S}

است، سͺون S و چپ به حرکت L راست، به حرکت R آن در که

و اولیه حالت IM ∈ SM .۵
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مͬ�باشد. تورینگ ماشین نهایی حالت��های مجموعه FM ⊆ SM .۶

تابع حقیقت در مͬ�کند. روشن را تورینگ ماشین عملͺرد نحوه δM تابع تفسیر فوق تعریف در

تایی سه و مͬ�گذارد اثر مͬ�شود خوانده نوار از که فعلͬ نماد و کنترل واحد فعلͬ حالت دوتایی روی

مͬ�شود قبلͬ نماد جایͽزین که نوار روی جدید نماد ͷی کنترل، واحد در جدید حالت ͷی از متشͺل

مͬ�باشد. سͺون یا راست چپ، سمت به حرکت و

مͬ�دهیم. نشان حدی تا را ساده�ای تورینگ ماشین� عملͺرد [٢٨] زیر مثال با

بͽیرید: نظر در را زیر تورینگ ماشین .۵.۴.١ مثال

حرکت�ها از دنباله�ای ٢ شͺل

،δM(IM , 0) = (IM , 1, R) ،FM = {q1} ،Γ = {0, 1, B} ،Σ = {0, 1} ،SM = {IM , q1} آن در که

در تورینگ ماشین این اگر هستند. δM(IM , B) = (q1, B, L) و δM(IM , 1) = (IM , 1, R)

صورت به را انتقال تابع ماشین کند، شروع نوشتن و خواندن سʿرʿکِ زیر در 0 علامت با IM حالت

به نوار روی و کرده جایͽزین 1 با را 0 سʿرʿک بنابراین مͬ�کند. اعمال δM(IM , 0) = (IM , 1, R)

روی بعدی 0های ترتیب همین به مͬ�ماند. باقͬ IM حالت در ماشین و مͬ�کند حرکت راست سمت

خالͬ سلول اولین به ماشین که وقتͬ پایان در نمͬ�کنند. تغییر 1ها اما مͬ�شوند جایͽزین 1 با نوار

این از مرحله چند ٢ شͺل مͬ�شود. متوقف q1 نهایی حالت در و برگشته چپ به سلول ͷی برسد

مͬ�دهد. نشان را پردازش

کدگذاری ͷی با مͬ�شود. مشخص فردش به منحصر انتقال تابع وسیله به تورینگ ماشین هر

کنید). مراجعه ٧.۴.١ تعریف (به داد تخصیص انتقال تابع�های به را رمز اعداد مͬ�توان مناسب
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مͬ�توان توضیحات این به توجه با کرد. مختص رمز عدد ͷی تورینگ ماشین هر به مͬ�توان بنابراین

به کرد فهرست Φ1,Φ2, ... صورت به مͬ�توان را تورینگ ماشین�های همه�ی مجموعه�ی که گفت

مشخص را متناظر تورینگ ماشین دستورالعمل�های کامل و کارآمد طور به اندیسͬ هر که طوری

.[١۴] مͬ�شود منجر تورینگ ماشین�های کارآمد شمارش تعریف به فوق توضیحات کند.

به توجه با تورینگ، ماشین�های و طبیعͬ اعداد بین که کارآمدی ͷی به ͷی تابع .۶.۴.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده تورینگ ماشین�های کارآمد شمارش مͬ�کنیم، معرفͬ الذکر، فوق توضیحات

مͬ�کنیم. فرمول�بندی PA در را تورینگ ماشین مفهوم حال

شماره�گذاری 0, 1, 2, ... با سمتراست به شروع سلول از نوار سلول�های فرضکنید تعریف١.۴.٧.

باشد. شده

شͺل به چندتایی ͷی با Mرا تورینگ ماشین انتقال ما .١

⟨q, s, q′, s′,m⟩

q حالت در ماشین اگر که است دستوری δM .m ∈ {L,R, S} آن در که مͬ�کنیم کدگذاری

یا (L) چپ به و نوشته را s′ سلول در و �یابد انتقال q′ حالت به باشد، s نماد با سلول روی

.(S) بایستد یا و کند حرکت (R) راست

دنباله�ای عدد Mتوسط تورینگ ماشین ͷی .٢

⟨NSM
, δ, IM , lF ⟩

M اولیه حالت IM و Mمͬ�باشد حالات تعداد NSM
آن در �که �طوری به مͬ�شود، کدگذاری

حالات مجموعه که است دنباله�ای عدد ͷی lF مͬ�باشد؛ IM < NSM
�که �طوری به است

کدگذاری را انتقال�ها مجموعه که است دنباله�ای عدد ͷی δ و مͬ�کند، کدگذاری را نهایی

مͬ��کند.



٢١ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

دنباله�ای عدد توسط ،ID ͷی یا لحظه�ای٢، توصیف ͷی .٣

⟨q, t, h⟩

که است دنباله�ای عدد ͷی t است، حالت ͷی کد q < NSM
�که �طوری به مͬ�شود، کدگذاری

نوار روی شده ظاهر تهͬ غیر نمادهای شامل سلول�های از پیوسته متناهͬ دنباله ͷی محتوای

است. سʿرʿک موقعیت h و مͬ�کند، کدگذاری را

دنباله�ای عدد Mبا از پردازش ͷی .۴

⟨ID0, ID1, ..., IDl⟩

هر برای و اولیه، حالت ID0 آن در که طوری� به� مͬ�شود کدگذاری لحظه�ای توصیف�های از

مͬ�آید. �دست به IDi از δM توسط IDi+1 ،i < n

مͬ�کند. توصیف را تورینگ ماشین�های حرکت�های که مͬ�کنیم معرفͬ را فرمولͬ حال،

p عدد �اگر فقط و اگر N |= Ψ0 (p,m) �که �طوری به است موجود Ψ0 (x, y) 0∆-فرمول ͷی

شده ارایه تابع توصیف منظور به دهد. نشان را m با شده کدگذاری تورینگ ماشین از پردازشͬ

رشته�ی و طبیعͬ عدد ͷی بین ارتباط منطقͬ فرمول ͷی توسط باید ما تورینگ، ماشین ͷی توسط

معادلند: زیر عبارات کنیم. توصیف را آن متناظر دودویی

x = a02n + a12n−1 + ...+ an−12 + an •

xi = 2xi−1+ai ،i = 1, ..., nبرای ،x0 = a0 که �طوری� به است موجود x0, x1, ..., xn دنباله •

.x = xn و

نمایش که است دنباله�ای عدد t» مͬ�گوید که است موجود bin (x, t) Σ1-فرمول بنابراین،

مͬ�کند بیان که داریم Ψ1 (m, y, z) مانند Σ1-فرمول ͷی بنابراین مͬ�کند». کدگذاری را x دودویی

٢Instantaneous Descriptions



٢٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

است». y عدد دودویی نمایش نوار، محتویات و m با شده کدگذاری تورینگ ماشین از IDͷی z»

عدد p» مͬ�کند بیان که کرد تعریف مͬ�توان را Ψ2 (p,m, x) Σ1-فرمول فرمول، این از استفاده با

که طوری به مͬ�دهد نشان را mاست آن کد که تورینگͬ ماشین IDهای از معتبر دنباله� ͷی دنباله�ای

فرض است». شده نوشته تورینگ ماشین آن نوار روی بر محاسبه) ابتدای (در x عدد دودویی نمایش

تعریف (جزئͬ) محاسبه�پذیر تابع ͷی با را آن و باشد m توسط شده کد تورینگ ماشین Φm کنید

«Φm (x) = y» پسعبارت شود). مراجعه [١۴] به بیشتر درک (برای کنید Φmشناسایی توسط شده

نوشت زیر فرمول� با مͬ�توان را «Φm (x) ↓ y» یا

∃p
[
Ψ0 (p,m) ∧ ∃n, t0, t2, i < p

(
n = |p| ∧ p [0] = ⟨IM , t1, 0⟩

∧p [n] = ⟨q, t2, 0⟩ for some q ∈ Fm ∧ bin (x, t1) ∧ bin (y, t2)
) ]
.

بازگشتͬ توابع از کارآمد شمارش ͷی ،Φ1,Φ2, ... تورینگ ماشین�های از کارآمد شمارش هر

Φi تورینگ ماشین توسط ϕi جزیی بازگشتͬ تابع که طوری به مͬ�کند تعیین را ϕ1, ϕ2, ... جزیی

ͷی شود. گذاشته فرق ψ برای نام ͷی و ψ تابع ͷی بین که است مهم این است. شده محاسبه

آن مͬ�کند. محاسبه را ψ ،Φ تورینگ ماشین ͷی شͺل به که باشد الͽوریتمͬ مͬ�تواند ψ برای نام

i طبیعͬ عدد این ما باشد. ϕi معادل ψ فوق فهرست در که طوری به باشد iای طبیعͬ عدد مͬ�تواند

شمارش در بار چندین است ممͺن ψ جزیی بازگشتͬ تابع هر بنابراین، مͬ�نامیم. ψ برای اندیسͬ را

دارد. اندیس زیادی تعداد لذا باشد، شده ظاهر جزیی بازگشتͬ توابع کارآمد

فهرست باشد، شده داده (m,n) مانند اعداد از دلخواهͬ زوج اگر بͽیرید: نظر در را زیر الͽوریتم

کار به Φm ورودی عنوان به را n و بیابید، را Φm تا شمارشکنید تورینگرا ماشین�های ,Φ1,Φ2از ...

ماشین تورینگ، نظریه بنابر پس متغیره. دو (جزیی) تابع محاسبه�ی برای است الͽوریتمͬ این ببرید.

زیر حقیقت تحت مͬ�توان را مطلب این مͬ�کند. محاسبه را تابع این مقادیر که دارد وجود تورینگͬ

کرد. بیان

به اگر که دارد وجود Φ مانند تورینگͬ ماشین .([١۴] جهانͬ تورینگ (ماشین .٨.۴.١ حقیقت

Φm تورینگ ماشین محاسبه�ی شود، تلقͬ (m,n) روی متغیره دو تابع مقادیر کننده�ی محاسبه عنوان

مͬ�نامیم. جهانͬ تورینگ ماشین را Φتورینگ ماشین این ما مͬ�دهد. انجام n ورودی ازای به را
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Φ جهانͬ تورینگ ماشین توسط که v(2)(i, x) تابع جهانͬ). جزیی بازگشتͬ (تابع .٩.۴.١ تعریف

مͬ�نامیم. جهانͬ جزیی بازگشتͬ تابع را است شده محاسبه

توقف مسئله تصمیم�ناپذیری ۵.١

شد، ظاهر بار اولین برای نتیجه�ای چنین آن در که گودل، مقاله�ی آن از بیشتر و تورینگ، مقاله�ی

مؤثر روش هر توسط نمͬ�تواند ریاضͬ حوزه در معین خوشتعریف سوالات که این دادن نشان برای

مطرح چنین سوالات این از ͬͺی است. مشهور باشد، شده فصل و حل سوالات پاسخ�دهͬ برای

تا ماشین محاسبات آیا و مͬ�یابد، پایان معین نتیجه ͷی با نهایت در ماشین محاسبات «آیا مͬ�شود:

مͬ�توان چون مͬ�شود. نامیده توقف مسئله گاهͬ سوال این مͬ�یابد؟» ادامه مشخصͬ نتیجه بدون ابد

یا ،U ماشین مورد در نمͬ�تواند سوال این کرد، Uشبیه جهانͬ تورینگ ماشین به را ماشین�ها تمام

تورینگ، فرضیه به توجه با باشد. قطعͬ فرد، به منحصر جهانͬ تورینگ ماشین هر برای کلͬ طور به

نظر در جزیی بازگشتͬ توابع استاندارد شمارش را ϕ1, ϕ2, ... مͬ�کنیم. رسمͬ زیر لم در را بحث این

بͽیرید.

yها، و x تمام برای که ندارد وجود gای جزیی تابع هیچ .١.۵.١ لم

g(x, y) =


1 باشد شده تعریف ϕx(y) اگر

0 اینصورت غیر در
.(١.١)

اگر مͬ�کنیم تعریف ψ(x) = 1 صورت به را ψ جزیی بازگشتͬ تابع و مͬ�کنیم خلف فرض برهان.

فرض با ψتعریف) مͬ�گیریم. نظر در نشده تعریف را ψ(x)اینصورت غیر در و باشد g(x, x) = 0

توسط یا چرچ فرضیه توسط مͬ�توانیم ما و مͬ�دهد، دست به الͽوریتم ͷی g نبودن تام بازگشتͬ

شمارش در را y اندیس ψ کنید فرض بیابیم.) ψ محاسبه�ی برای تورینگͬ ماشین صریح، تفسیری

تعریفمͬ�شود ϕy(y) ،ψتعریف با مطابق اینصورت در .ψ = ϕy باشد، داشته جزیی بازگشتͬ توابع

است شده بیان لم صورت در که g فرضوجود با متناقض این اما باشد. g(y, y) = 0 اگر تنها و اگر

مͬ�باشد.
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دارد. نام سازی٣ قطری شد، استفاده آن از فوق لم برهان در که روشͬ

مͬ�نامیم. توقف مجموعه�ی را K0 = {⟨x, y⟩ : ϕx(y) <∞} مجموعه�ی .٢.۵.١ تعریف

احتمال نظریه مبانͬ ۶.١

نیست قطعͬ نتیجه آن در که مشاهدات) و (تجربیات حالات ریاضͬ مدل�های احتمالات، حساب

تمام مجموعه�ی مͬ�دهد. قرار مطالعه مورد را است شده قطعͬ مسلم غیر پیشامدهای توسط اما

E پیشامد از ما منظور و مͬ�دهیم نشان S با اغلب که مͬ�شود نامیده نمونه فضای ممͺن نتایج

یا متناهͬ میتواند که معنͬ بدین باشد، شمارا مͬ�تواند S نمونه فضای مͬ�باشد. S از زیرمجموعه�ای

باشد. نامتناهͬ ناشمارای که معنͬ بدین باشد، پیوسته مͬ�تواند یا و باشد، نامتناهͬ شمارای

زوج�های تمام شامل S نمونه فضای ͷی سیاه، ͬͺی و سفید ͬͺی تاس، دو پرتاب در .١.۶.١ مثال

مͬ�دهد. نشان را سیاه تاس روی عدد j و سفید تاس روی عدد ترتیب به j و i که است ,i)ای j)

اگر است. 4 برابر j و i مجموع که است پیشامدی A آنگاه باشد، A = {(1, 3), (2, 2), (3, 1)} اگر

است. 4 از کمتر j و i مجموع که است پیشامدی B آنگاه باشد، B = {(1, 1), (1, 2), (2, 1)}

در A پیشامد در نتایج نسبی فراوانͬ ظاهری حد A پیشامد ͷی از p احتمال که مͬ�شود مشاهده

فوق مثال در A به مربوط احتمال مثال، برای است. آزمایش از مستقل تکرارهای از دنباله ͷی نهایت

است. 1
12
برابر

کولموگروف اصول ١.۶.١

بخشید رسمیت ١٩٣٣ سال کولموگروفدر که آنچه باشد. نمونه فضای دهنده��ی نشان S فرضکنید

مͬ�شود: بیان زیر اصول تحت مͬ�کنند استفاده آن از مرسوم طور به و

نیز A − B تفاضل و A ∪ B اجتماع ،A ∩ B اشتراک آنگاه باشند، پیشامد دو B و A اگر (A١)

هستند. پیشامد

٣Diagonalization
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نشان ∅ با که تهͬ مجموعه مͬ�نامیم. حتمͬ پیشامد را آن و است پیشامد ͷی S نمونه فضای (A٢)

مͬ�گوییم. غیرممͺن پیشامد آن به و است پیشامد ͷی مͬ�دهیم،

پیشامد احتمال آن به که اختصاصمͬ�دهیم را P (E) منفͬ نا حقیقͬ یͷعدد E پیشامد هر به (A٣)

مͬ�گویند. E

.P (S) = 1 (A۴)

.P (A ∪B) = P (A) + P (B) آنگاه ،A ∩B = ∅ یعنͬ هم، از جدا B و A اگر (A۵)

،
∩
nAn = ∅ خاصیت با پیشامدها از ... ⊂ An ⊂ ... ⊂ A2 ⊂ A1 نزولͬ دنباله ͷی برای (A۶)

.limn→∞ P (An) = 0 داریم

پیشامدها مجموعه اگر و مͬ�دهیم نشان #A با را A اعضای تعداد ،A متناهͬ مجموعه�ی برای

دارند، پیشامد متناهͬ تعداد که سیستم�هایی برای .P (A) = #A
#S

آنگاه ،A ⊆ S و باشد متناهͬ

نامتناهͬ تعداد که سیستم�هایی برای اما مͬ�آید. دست به A۵ تا A١ اصل�های از وضوح به A۶ اصل

سیستم�هایی برای فقط A۶ اصل بنابراین، است. اول اصل پنج از مستقل A۶ اصل دارند، پیشامد

است. ضروری دارند پیشامد نامتناهͬ تعداد که

تفاضل و اشتراک اجتماع، دوتایی عملͽرهای تحت که f ⊆ S مجموعه�های از F سیستم ͷی

ͷی را است ∅است) منظور اینجا (در 0 عضو و است) S منظور اینجا (در 1 عضو وشامل بوده بسته

وابسته مجموعه�ای) (تابع تابع با همراه F پیشامدهای از مجموعه�ای مͬ�نامیم. (مجموعه) میدان

مͬ�دهیم. نمایش (F , P ) با و مͬ�شود نامیده احتمال۴ میدان مͬ�شود، نامیده F روی اندازه که ،P

که مثالͬ ساخت با که معمول روش توسط این است. آسان A۶ تا A١ اصول سازگاری دادن نشان

مجموعه باشد، شده تشͺیل عنصر ͷی از S کنید فرض است. شده معلوم مͬ�کند تصدیق را اصول

اصول سیستم این اینکه بررسͬ باشد. P (∅) = 0 و P (S) = 1 و ∅شود تهͬ پیشامد و S پیشامدها

مختلف مسئله�های برای است: ناتمام اصول مجموعه حال، هر به است. آسان مͬ�کند ارضا را فوق

بسازیم. مختلف احتمال میدان�های مجبوریم احتمال نظریه در

پیشامد هر برای مͬ�گوییم. S روی احتمال توزیع مͬ�آید دست به زیر اصول از که را P .٢.۶.١ مثال

۴Probability Field
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S − A متمم A اگر P؛ (A) ≤ P (B) آنگاه باشد، A ⊆ B اگر P؛ (∅) = 0 0؛ ≤ P (E) ≤ 1 ،E

.P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) و P؛ (A) = 1− P (A) آنگاه باشد، A از

کولموگروف پیچیدگͬ ٧.١

دارد «بی�نظمͬ» فلسف̞ͬ مفاهیم و اطلاع نظریه احتمال، نظریه در ریشه کولموگروف پیچیدگͬ مفهوم

مسائل به ͬͺنزدی ارتباط ایده این است. نشسته ثمر به الͽوریتم�ها نظریه اخیر توسعه�ی از استفاده با و

مͬ�توانند مͬ�شوند مطرح ادامه در که آنطور مسائل این دارد. اطلاع نظریه و احتمالات نظریه دو هر در

مشخص را مسائلͬ آن�ها نیستند؛ دقیق و کامل کافͬ اندازه به مرتبط رشته�های که شوند تفسیر چنین

گیرد. صورت بیشتری بررسͬ آن�ها روی باید مͬ�گوید شهودمان که مͬ�گذارند باقͬ نشده

ͷکلاسی احتمال نظریه خلاء ١.٧.١

سͺه او که زمانͬ حال، هر به داریم. راستگو متعادل سͺه ͷی که مͬ�کند بیان مخالف مدعͬ ͷی

که مͬ�کنیم ادعا موضوع، این مشاهده محض به مͬ�آید. رو بار صد سͺه مͬ�کند، پرتاب بار صد را

نتایج̧ از دنباله هر مͬ�گوید و کرده نظر تجدید احتمال نظریه در مدعͬ باشد. متعادل نمͬ�تواند سͺه

بیاید. باید دنباله ͷی و مͬ�باشد 1
2100

یͺسان احتمال دارای سͺه پرتاب صدبار

ما به را آن افتادن اتفاق از بعد نتیجه کشیدن چالش به برای اساسͬ و پایه هیچ احتمال نظریه

غیر رد به گزینه صد از نتیجه ͷی روی شرط دادن قرار از استفاده با مͬ�توانیم تنها ما نمͬ�دهد.

بسط از ابتدایی بخش ͷی مورد در چͽونه؟ ١٠١٠... مورد در اما بپردازیم. اجرا در بودن منصفانه

چͽونه؟ π دودویی

،Pr(00000000000000000000000000) = 1
226

منظم دنباله�ی

و Pr(01000110110000010100111001) = 1
226

منظم دنباله�ی

.Pr(10010011011000111011010000) = 1
226

تصادفͬ دنباله�ی

زدن هم به توسط سوم دنباله�ی چیست؟ در سوم و دوم دنباله�ی فرق اما است، منظم اولͬ دنباله�ی
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آزمون�های سوم دنباله .0, 1, 00, 01, ... است: قاعده با خیلͬ دوم دنباله بود. شده تولید چارک ͷی

مͬ�کند. منتقل را (کاذب) تصادفͬ

را فرد به منحصر دنباله ͷی بودن تصادفͬ مفهوم نمͬ�تواند ͷکلاسی احتمال نظریه حقیقت در

برخͬ تحت که کند، بیان را تصادفͬ پردازش نتایج مشخصات انتظارات مͬ�تواند تنها آن کند. بیان

است. ها دنباله از کامل مجموعه مشخصات انتظارات توزیع�ها،

پیچیدگͬ بیان برای آمار و محاسبه�پذیری مفاهیم ترکیب توسط مشͺل این اواخر، همین در فقط

است دودویی برنامه کوتاه�ترین طول پیچیدگͬ این است. کرده پیدا رضایت�بخشͬ حل متناهͬ اشیاء

محتوای است ممͺن شͬء ͷی پیچیدگͬ شود. مشخص آن با مؤثر طور به مͬ�تواند شͬء آن که

و مͬ�کند تولید تنهایی به را شͬء ͷی مشخصه کمیت این شود. نامیده شͬء آن اطلاعͬ الͽوریتم

مͬ�شود. نامیده شͬء آن کولموگروف پیچیدگͬ

اختصاص ممͺن پیام�های از مجموعه ͷی به را اطلاع کمیت شانون۵، ͷکلاسی اطلاع نظریه

برای نیاز مورد بیت�های تعداد کمیت این دارند. یͺسانͬ احتمال مجموعه در پیام�ها همه�ی مͬ�دهد.

استفاده با مͬ�تواند مجموعه در پیام هر که مͬ�کند بیان را حقیقت این و احتمالاتاست شمارشتمام

برای نیاز مورد بیت�های تعداد درباره�ی چیزی حال، هر به کند. برقرار ارتباط بیت�ها تعداد این از

شامل را مجموعه موضوع، این توضیح برای نمͬ�کند. بیان مجموعه در فرد به منحصر پیام انتقال

ما شانون، اندازه�گیری با بͽیرید. نظر در ٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩ طول به دودویی رشته�های تمام

مجموعه�ای چنین در رشته ͷی کدگذاری برای بیت ٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩ به میانگین طور به

رشته�های که کنیم توافق الͽوریتم ͷی روی ما که است این کار این برای شرط ͷی نیازمندیم.

٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩٩ اینکه ذکر با را رشته�ها مͬ�توانیم ما کند. کدگشایی را شده کدگذاری

دوباره است، ١ تا ٢۴ شامل ١١١١١١١١١١١١١١١١ و ٣٢ × ١١١١١١١١١١١١١١١١ برابر

کنیم. فشرده�سازی

قابل طور به رشته�ها از برخͬ توصیف مͬ�کنیم: پیدا دست توجه جالب پدیده�ی ͷی به ما بنابراین

اظهار این البته باشند. شده نمایشداده منظم کافͬ اندازه به آنکه شرط به شود، فشرده مͬ�تواند توجهͬ

ارشمیدس توسط اوایل در و مͬ�باشد بزرگ خیلͬ اعداد بیان برای سیستم�ها تمام پایه�ی و اساس نظر،

۵Shannon’s Classical Information Theory
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اعداد نام�گذاری برای سیستم ͷی وی رساله، آن در که بود، شده برده کار به شن شمارش رساله� در

برای بیشتر زحمت مایه باشد، نداشته وجود نظم اگر حال، هر به است. داده پیشنهاد بزرگ خیلͬ

فشرده از آسان�تر میلیارد ͷی عدد کردن فشرده مͬ�رسد نظر به مثال، برای مͬ�شود. بزرگ اعداد بیان

نود و سیصد و هزار شش و سͬ و دویست و میلیون پنج و سͬ و هفتصد و میلیارد ͷی عدد کردن

باشند. داشته یͺسان گستردگͬ مقدار، نظر از دو هر اگر حتͬ باشد، چهار و



٢ فصل

اطلاع الͽوریتمͬ نظریه�ی

٢٩
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ͷی اطلاع محتوای بود، داده ارایه شایتین که همچنان اطلاع، الͽوریتمͬ نظریه اساسͬ مفهوم

آن، اصلͬ هدف مͬ�باشد. شͬء آن محاسبه�ی یا تشریح تعیین، سختͬ میزان که است خاص شͬء

فراریاضیات و بازگشتͬ توابع نظریه�ی در احتمالͬ ایده�های و اطلاعͬ نظریه�ی اعمال برای تلاش

ناتمامیت تعریفدرجه�های با را گودل اول ناتمامیت قضیه�ی است قادر نظریه این بخصوص، است.

،۶ ،۵ ،۴]) دهد شرح نظریه�ها این اطلاع الͽوریتمͬ محتوای در و کرده تصحیح صوری سیستم�های

دو شدن آورده مطلب، این گواه شد، برخوردار مسلمͬ معروفیت از شایتین دیدگاه�های .( [٩ ،٨ ،٧

.[۴٠] مͬ�باشد ١٩٨۶ سال در ریاضیات» فلسفه�ی در نوین «راهبردهای مجموعه�ی در وی مقاله�ی

کاربرد دو ما نمͬ�کند. تایید را فلسفیش نتایج شایتین ریاضیات که مͬ�دهیم نشان فصل این در

اول قضیه�ی مطرح تفسیر ،١.٢ بخش در مͬ�دهیم: قرار مطالعه مورد را اطلاع الͽوریتمͬ نظریه از

،[٧] و [۶] ،[۴] مͬ�دهیم قرار بحث مورد اطلاع محتوای مورد در قضیه ͷی عنوان به را ناتمامیت

.[٩] و [٨] کرد خواهیم بحث ریاضیات» در بودن «تصادفͬ کشف دلیل مورد در ،٢.٢ بخش در و

صوری سیستم�های نظریه-اطلاعͬ محدودیت�های ١.٢

ناتمامیت اول بحثقضیه�ی برای مناسبی زمینه�ی اطلاع الͽوریتمͬ نظریه اینکه بر مبنͬ شایتین ادعای

است: قسمت دو شامل مͬ�کند، آماده گودل

cT ∈ N ثابت مͬ�توان حساب، شامل T صحیح صوری سیستم هر برای اینکه دادن نشان (الف)

رشته�ی ͷی w آن در که کند ثابت را «K(w) > cT» حͺم نمͬ�تواند T که طوری به داد نسبت را

کمͬ ارتباط که مͬ�کند بیان شایتین است. wکولموگروف K(w)پیچیدگͬ و دلخواه متناهͬ دودویی

دارد: وجود T صوری سیستم «بی�نظمͬ» یا اطلاع» «محتوای و cT بین دقیقͬ

حسابی نتایج که است صوری موضوعͬ اصل نظریه برای ناتمامیت قضیه�ی اینجا در

متناهͬ رشته�ی ͷی اصول، است: زیر صورت به فوق مجموعه�ی است. درست آن�ها

هستند. شده داده اصول قضایای شمارش برای الͽوریتمͬ استنتاج، قواعد و است

بزرگتر آن (پیچیدگͬ) بی�نظمͬ که خاص رشته�ی ͷی صوری، سیستم چنین با مطابق

وجود صوری سیستم�های متقابلا́، اثباتشود. نمͬ�تواند است نظریه اصول بی�نظمͬ از
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تمام است ممͺن که طوری به هستند n+ O(1) بی�نظمͬ دارای آن�ها اصول که دارند

.[۶] کنند ایجاد را «K(خاص (رشته�ی > n» شͺل به درست گزاره�های

بود: جاه�طلبانه بیشتر حتͬ شایتین نهایی هدف (ب)

مطابق اما است درست که بود ساخته را مهمل�نما حͺم ͷی گودل اصلͬ برهان

قدرت مͬ�خواهم من مقابل، در نیست. اثبات قابل اعداد نظریه معمول صوری�سازی

این بیان به قادر مͬ�خواهم کنم. اندازه�گیری را استنتاج قواعد و اصول از مجموعه�ای

قضیه آنگاه باشد، داشته قضیه کیلو بیست و اصل کیلو ده کسͬ اگر که باشم مطلب

و ͬͺترمودینامی دیدگاه شدن، مشخص�تر برای [...] شود. استنتاج اصول از نمͬ�تواند

احتمال، برای مفهومͬ چنین از و نموده اعمال گودل قضیه�ی برای را آماری ͷانیͺم

را ناتمامیت پدیده�ی تا کرد خواهم استفاده اطلاع پیچیدگͬ و بی�نظمͬ بودن، تصادفͬ

.[٧] کنم تعیین را آن گسترش چͽونگͬ مͬ�کنم تلاش و کرده مطالعه

نظریه» اصول «بی�نظمͬ روی تاکید اما است، معتبر اولͬ عبارت برای شده اشاره قضیه�ی اگرچه

بازتابی قضیه�ی از ساده کاربرد ͷی از استفاده با حقیقت، در مͬ�رسد. نظر به کننده گمراه کمͬ

حسابی نظریه�های از C نامتناهͬ گردایه ͷی که مͬ�شود داده نشان لوی٢، و کریزل١ توسط شده ارایه

برای که cTها کوچͺترین و T بین توجهͬ جالب رابطه�ی هیچ که طوری به دارد وجود T متفاوت

خواص از استفاده با که آنجایی از بیشتر، صراحت با نیست. موجود ،T 0 K(w) > cT wها، همه�ی

cT کوچͺترین همان C در Tها تمام نیست، محدود C روی بی�نظمͬ حتͬ کولموگروف، پیچیدگͬ

نظریه محتوای که مͬ�رسد نظر به چنین .T 0 K(w) > cT wها، تمام برای که طوری به دارند را

حاشیه�ی به مربوط فقط بود) شده تعریف اصول کولموگروف پیچیدگͬ عنوان به که (همچنان اطلاع

نظر به نابهنگام کمͬ (ب) در شده بیان توقع بنابراین و است، (الف) در شده ذکر ناتمامیت پدیده�ی

فرازبان و زبان کننده�ی گیج� موضوع از استفاده با تنها که شد خواهد مشاهده علاوه، به مͬ�رسد.

١Kreisel
٢Levy
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شایتین ساختار که است این کلͬ نتیجه�ی مͬ�دهد. نتیجه را (ب) قسمت (الف) که گفت مͬ�توان

است. نکرده ارایه ناتمامیت اول قضیه از تعریفͬ تاکنون

کولموگروف پیچیدگͬ ١.١.٢

اما است، کرده استفاده را پیچیدگͬ از متفاوت کمͬ مفهوم ͷی [٩ ،٨ ،٧ ،۶ ،۵] شایتین اگرچه

شوند. داده توضیح ساده�تر مفهوم با مͬ�توانند ضروریات

باشد. pAq گودل١ عدد با جزیی بازگشتͬ تابع ͷی A : 2<ω → 2<ω که فرضکنید تعریف١.١.٢.

به نسبت w پیچیدگͬ مͬ�دهد. نشان را w طول l(w) آنگاه باشد، متناهͬ دودویی رشته�ی ͷی w اگر

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به مͬ�دهیم، نشان KA(w) با که را A

KA(w) =


∞ A(p) = w که نباشد موجود pای هیچ اگر

l(p) A(p) = w که باشد ورودی کوتاه�ترین p اگر
.(١.٢)

باشد شده تعیین مقتضیاتͬ توسط هرگاه مͬ�شود نامیده بهینه Φمجانباً تورینگجهانͬ یͷماشین

و گودل عددگذاری کند. اعمال را p روی A عمل همان Φ ،q = 0pAq1p شͺل به ورودی روی که

پیچیدگͬ K .K(w) := KΦ(w) دهید قرار و بͽیرید نظر در را Φ بهینه مجانباً جهانͬ ماشین ͷی

خواهند نامیده برنامه همواره ورودی�ها .[٢٢ ،٢١ ،٢٠ ،١٩ ،١٨] مͬ�شود نامیده w کولموگروف

شد.

بحث برای مفهومͬ نمایش این مͬ�شود، شناخته آن دودویی نمایش با طبیعͬ عدد هر که دیدیم

داریم: را زیر لم وضوح به مͬ�کند. ایجاد طبیعͬ عدد ͷی پیچیدگͬ

wها، تمام و A : 2<ω → 2<ω جزیی بازگشتͬ تابع هر برای (الف) .٢.١.٢ لم

.K(w) ≤ KA(w) + pAq+ 1

کنید. مطالعه را [٢] مرجع ١۵ فصل گودل، عدد تعریف ١برای



٣٣ اطلاع الͽوریتمͬ نظریه�ی .٢ فصل

.[٢٧] K(w) ≤ l(w) + c wها، تمام و cثوابت بعضͬ برای (ب)

K(w) > mخاصیت با w دنباله�ی بی�نهایت ،m هر برای که داد خواهد نشان یͷشمارشساده

2n و مͬ�کند توقف A (متناهͬ) مجموعه�ی عناصر تعداد برای «#A» عبارت درنتیجه، دارد. وجود

است. n طول از دودویی رشته�های مجموعه�ی دهنده�ی نشان

.#{w ∈ 2n|K(w) ≤ n−m} ≤ 2(n−m+1) − 1 (الف) .٣.١.٢ لم

.#{w ∈ 2n|K(w) > n−m} > 2n · (1− 2−m+1) (ب)

w ∈ 2n بزرگ کافͬ اندازه به nهای تمام برای صورت این در بͽیرید، نظر در ثابت را m (پ)

.K(w) > n−m که طوری به دارد وجود

است. 2n−m+1− 1 از کمتر دارند، n−m از کمتر طول که Φ روی برنامه�های تعداد (الف) برهان.

ارضا را K(w) > n−m ،2n در دنباله 2n − 2n−m+1 = 2n · (1− 2−m+1) حداقل (ب) بنابراین

مͬ�شود. نتیجه (ب) از بلافاصله نیز (پ) قسمت مͬ�کنند.

که ͬͺکلاسی منطق بر مبتنͬ سیستم هر در استدلال این کنید: توجه برهان حد از بیش سادگͬ به

با مغایر این شود. صوری�سازی مͬ�تواند کند بررسͬ را صحیح اعداد از متناهͬ مجموعه�های بتواند

تابع ͷی g آن در که {w|K(w) > g(l(w))} مجموعه��ی که ،٧.١.٢ نتیجه�ی در شده اثبات حقیقت

مجموعه�ی زیر هیچ شامل اما است، نامتناهͬ فوق مجموعه�ی گرچه است: بوده صعودی تام بازگشتͬ

نیست. کارآمد شمارای

نظریه-اطلاعͬ ناتمامیت ٢.١.٢

که است موجود چنان cT ثابت T صحیح صوری سیستم هر برای که مͬ�شود ثابت بخش این در

توضیح ادامه در که دلیل چندین به .T 0 K(w) > cT ،w متناهͬ دودویی رشته�های تمام برای

نمادگذاری از ما است. متفاوت شایتین برهان با دو هر که مͬ�دهیم ارایه برهان دو ما داد، خواهیم

تابع ϕn :[٣٢] مͬ�کنیم استفاده کارآمد شمارای مجموعه�های و جزیی بازگشتͬ توابع برای راجرز٢

٢Rogers
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e گودل عدد با N از کارآمد شمارای Weزیرمجموعه�ی و n گودل عدد با N به N از جزیی بازگشتͬ

غیره، و 2<ω × ω یا 2<ω همانند مجموعه�ها، که کنیم فرض باید معمول، طبق مͬ�دهند. نمایش را

شده�اند. کد طبیعͬ اعداد با

است. کارآمد شمارای ١{⟨w,m⟩ ∈ 2<ω × ω|K(w) ≤ m} مجموعه�ی .۴.١.٢ لم

K تعریف از استفاده با باشد، ١.١.٢ در شده تعریف جهانͬ تورینگ ماشین همان Φ اگر برهان.

داشت: خواهیم

⟨w,m⟩}؛ ∈ 2<ω × ω|K(w) ≤ m} = {⟨w,m⟩ ∈ 2<ω × ω|∃p(Φ(p) = w & l(p) ≤ m)}

است. Σ1 راست سمت شرط

قوی�تری خاصیت ͷی اما است؛ Π1 ،{⟨w,m⟩ ∈ 2<ω × ω|K(w) > m} مجموعه�ی بنابراین

مͬ�کند. ارضا نیز را

زیرمجموعه�ی هیچ شامل و بوده نامتناهͬ هرگاه مͬ�شود گفته مجموعه�یAمصون (الف) تعریف١.٢.۵.

نباشد. نامتناهͬ کارآمد شمارای

مانند تام بازگشتͬ تابع ͷی برای هرگاه مͬ�شود گفته مصون کارآمد طور به A مجموعه�ی (ب)

.#We ≤ g(e) که کند Weایجاب ⊆ A ،g : ω → ω

(به BC و بوده کارآمد شمارای هرگاه مͬ�شود گفته ساده کارآمد) طور (به B مجموعه�ی (پ)

باشد. مصون کارآمد) طور

مجموعه�ی از We کارآمد شمارای زیرمجموعه�ی هر که است موجود چنان d ثابت .۶.١.٢ قضیه

است. کراندار K(e) + d توسط دوم مختص در {⟨w,m⟩ ∈ 2<ω × ω|K(w) > m}

دربر را پیچیدگͬ معیارهای از گسترده�ای طیف اما شده، بیان K برای فقط نتیجه اگرچه برهان.

تابع ͷی و گرفته نظر در جهانͬ الͽوریتم را Φ مͬ�دهیم. ارایه مختصری برهان سبب، بدین مͬ�گیرد.

مͬ�کند. عمل 0n1q شͺل به ورودی�های روی f مͬ�کنیم: تعریف زیر شͺل به را f جزیی بازگشتͬ

است. 1 و 0 از متشͺل متناهͬ دنباله�های تمام مجموعه�ی دهنده�ی نشان 2<ω١
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را e = Φ(q) که زمانͬ اگر فقط و اگر مͬ�کند، محاسبه را Φ(q) مقدار f ابتدا ورودی، این به توجه با

m؛ > l(q)+n+1 که طوری به باشد کرده پیدا را ⟨w,m⟩ ∈ We که کند تولید زمانͬ تا Weرا یافت،

قضیه�ی .We ⊆ {⟨w,m⟩ ∈ 2<ω×ω|K(w) > m} که فرضکنید حال بدهد. را w خروجͬ آنگاه

را q0 مͬ�کنیم. اعمال ،ϕn ≃ f(0n1q) qها، تمام برای که nای آوردن دست به برای را بازگشت

فرض است. نشده تعریف ϕn(q0) که مͬ�کنیم ادعا .e = Φ(q0) که بͽیرید نظر در عددی همان

ساختار، به توجه با طرف، ͷی از آنگاه .ϕn(q0) = w که کنید (خلف)

K(w)؛ > m > l(q0) + n+ 1

،٢.١.٢ لم به توجه با دیͽر، طرف از

.K(w) ≤ Kϕn(w) + n+ 1 ≤ l(q0) + n+ 1

مختص برای بالایی کران K(e) + n+ 1 که مͬ�دهد نشان این است. نشده تعریف ϕn(q0) بنابراین

Weمͬ�باشد. دوم

مͬ�کنیم. اثبات K روی بازگشتͬ نظریه اطلاعات برخͬ آوردن دست به برای را قضیه�ای ابتدا

ͷی برای و limn→∞ g(n) =∞ بوده، تام بازگشتͬ تابع g : ω → ω که کنید فرض .٧.١.٢ نتیجه

علاوه، به است. مصون {w|K(w) > g(l(w))} مجموعه�ی آنگاه .∀n : g(n) ≤ n−m mطبیعͬ

{w|K(w) > g(l(w))} مجموعه�ی آنگاه ،limn→∞ g(n) = ∞ باشیم داشته بازگشتͬ طور به اگر

است. کارآمد شمارای

Ve؛ := {⟨w, g(l(w))⟩|w ∈ We} دهید قرار .We ⊆ {w|K(w) > g(l(w))} کنید فرض برهان.

،Wf(e) ⊆ {⟨w,m⟩|K(w) > m} چون .Ve =Wf(e) داریم ،f تام بازگشتͬ اینصورتبراییͷتابع در

آنجایی از اما .log2 f(e) توسط مثال، عنوان به است. کراندار دومش مختص در Wf(e) درنتیجه

باشیم داشته بازگشتͬ طور به اگر و باشد متناهͬ مͬ�بایستͬ We پس limn→∞ g(n) = ∞ که

،n ≥ n0(e)برای که انتخابکنیم چنان را n0(e) کارآمد طور به مͬ�توانیم آنگاه ،limn→∞ g(n) =∞

.#We ≤ 2n0(e)+1 داشت خواهیم درنهایت بنابراین .log2 f(e) ≤ g(n)
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بازگشتͬ {⟨w,m⟩|K(w) ≤ m} کارآمد شمارای مجموعه�ی که مͬ�یابد ادامه طور این نتیجه این

نیست. بازگشتͬ K : 2<ω → ω تابع علاوه به و نبوده

است. مصون کارآمد طور به {w|K(w) > l(w)−m} تصادفͬ رشته�های مجموعه�ی .٨.١.٢ مثال

شمارای مجموعه�ی ͷی {w|K(w) ≤ l(w) − m} مجموعه�ی ،[٣٨] مارتین٢ از قضیه�ای طبق

است. کامل کارآمد

تمام ،m طبیعͬ عدد هر برای مͬ�کنیم. فرمول�بندی را شایتین ناتمامیت قضیه�ی اول نیمه�ی حال

کردیم. اثبات ١.١.٢ بخش در را این ما مͬ�کنند. ارضا K(w)را > m محدودی) تعداد جز (به wها

(ͷکلاسی) نظریه�ی هر در مͬ�تواند متناهͬ، مجموعه�های ابتدایی خواص از استفاده با تنها اثبات

قضیه�های که همچنان حال، این با شود. فرمول�بندی باشد، حساب از ͬͺکوچ قسمت شامل که

بزرگ کولموگروف پیچیدگͬ با خاص رشته�های بعضͬ مورد در تحقیق تقریباً مͬ�دهند، نشان زیر

است. غیرممͺن

شمارای قضیه�های مجموعه�ی با که باشد صحیح صوری سیستم ͷی T کنید فرض .٩.١.٢ قضیه

صورت، این در بͽیرید. نظر در T برای کارآمد شمارای اندیس ͷی را p مͬ�شود. شناخته کارآمدش

.T 0 K(w) > K(p) + d wها تمام برای و ،T از مستقل ،dثوابت از برخͬ برای

سیستم را نتیجه و کرده حذف نیستند، K(w) > m شͺل به که را T از قضیه�هایی تمام برهان.

زیرمجموعه�ی با است ممͺن T′ است. ابتدایی بازگشتͬ عملͺرد این مͬ�نامیم. T′ صحیح صوری

از استفاده با شود. شناخته p′ گودل عدد با {⟨w,m⟩ ∈ 2<ω × ω|K(w) > m} از کارآمد شمارای

مختص در K(p′) + d′ توسط نیست، وابسته p′ به که d′ ثوابت از بعضͬ برای ،T′ ،۶.١.٢ قضیه

.K(p′) ≤ K(p) + c cها، بعضͬ برای اما است. کراندار دومش

درست البته است، ابتدایی بازگشتͬ مͬ�رساند T′ به T از را ما که عملͺردی چون .١٠.١.٢ ملاحظه

در که نمͬ�کند ثابت را «K(w) > K(p) + d» شͺل به عبارتͬ هیچ T dها بعضͬ برای که است

مطلب این به اشاره�ای فوق جریان این، از پیش اما است، T برای کارآمد شمارای اندیس ͷی p آن

٢Martin
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cای کوچ�ͷترین تعیین به ارتباطͬ است ممͺن ،T صوری سیستم اطلاع محتوای ،K(p) که دارد

T به که را cها چنین کوچ�ͷترین دهید اجازه باشد. نداشته ،T 0 K(w) > c wها تمام برای که

برهان پس دهیم. نشان cT با بعد به این از و نامیده T صوری سیستم ی مشخصه ثابت است وابسته

ثابت همان ،ZF یا PA مثال عنوان به متفاوت، نظریه�های موارد از بسیاری در اینکه احتمال فوق

خواهیم را اتفاقͬ چنین وقوع درستͬ وضعیت ادامه در است. گذاشته باز باشند، داشته را مشخصه

دید.

هیچ PA مثال) (برای که طوری به مͬ�دهیم ارایه را cثابت تعیین از متفاوت کاملا روشͬ حال

است. گرفته منشاء یانگ۴ و ویس˼ر٣ از دیدگاه این نمͬ�کند. ثابت را «K(w) > c» شͺل به عبارتͬ

ثابت را «K(w) > c» شͺل به عبارتͬ هیچ PA که است موجود چنان c ثابت .١١.١.٢ قضیه

نمͬ�کند.

تعریف صورتزیر به را ϕe جزیی بازگشتͬ تابع و بͽیرید نظر در برهان�هایPAرا از فهرستͬ برهان.

در «ϕm(m) ̸= k» شͺل به عبارتͬ برهان اولین در kای برابر ،n اگر تنها و اگر ϕe(m) = n کنید:

باشد، ϕe(e) = n که مͬ�کنیم فرض(خلف) است. نشده تعریف ϕe(e) که مͬ�کنیم ادعا باشد. PA

PA+{ϕe(e) = n} که مͬ�دهد نتیجه این تناقضاست. ͷی که PA ⊢ ϕe(e) ̸= nصورت این در

برای چون شد. خواهد تعریف ϕe(e) بنابراین PA ⊢ ϕe(e) ̸= n اگر زیرا است، سازگار n هر برای

مͬ�باشد. سازگار نیز PA + {K(n) ≤ 2e + 1} است، سازگار PA + {ϕe(e) = n} nها، تمام

نمͬ�کند. ثابت را «K(n) > 2e+ 1» شͺل به عبارتͬ هیچ PA بنابراین،

متقاعدکننده�ای طور به بالا استدلال مͬ�شود. اعمال نیز دیͽر برایسیستم�هایصوری برهان این البته

عنوان به که (همچنان T اطلاع محتوای و cT اینکه توقع برای مستدلͬ دلیل هیچ که مͬ�دهد نشان

ندارد. وجود باشند مرتبط شده) تعریف اصولش کولموگروف پیچیدگͬ

با ضعیفͬ همخوانͬ همواره آوردیم، فصل این ابتدای در که شایتین قول نقل در .١٢.١.٢ ملاحظه

هستند n+O(1) بی�نظمͬ دارای آن�ها اصول که دارند وجود صوری «سیستم�های که ٩.١.٢ قضیه�ی

٣Visser
۴Jongh
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استدلال را «K(خاص (رشته�ی > n» شͺل به درست گزاره�های تمام است ممͺن که طوری به

که مͬ�کنیم ملاحظه فقط کنیم. اثبات را نتیجه این نیست لازم اهدافمان برای دارد. وجود کنند.»

اصول که صوری نظریه�های «تمام شد: خواهد خوانده اینگونه ٩.١.٢ قضیه�ی با کامل همخوانͬ

را «K(خاص (رشته�ی > n» شͺل به درست گزاره�های تمام باشند، n+O(1) بی�نظمͬ دارای آن�ها

است. نادرست عبارت این که مͬ�دهد نشان مͬ�آید ادامه در که استدلالͬ اما مͬ�کنند.» استدلال

بازگشت قضیه�ی از استفاده ٣.١.٢

نامیده گودل» قضیه از عظیمͬ «توسیع ͷی عنوان به ٩.١.٢ قضیه�ی اگرچه .١٣.١.٢ ملاحظه

اول قضیه�ی دارد. وجود نتیجه دو بین بزرگͬ تفاوت که کنیم فراموش نباید ما ،[١١] بود شده

موضوع مͬ�دهد: ارایه تصمیم�ناپذیر و) (درست Π1-فرمول ͷی از صریحͬ ساختار گودل ناتمامیت

مͬ�کند بیان که ψT فرمول ͷی به صوریTرا سیستم هر ابتدایی، بازگشتͬ یͷروش در ،١۶.١.٢ لم

فراهم صریحͬ تفسیر ١١.١.٢ نه و ٩.١.٢ قضیه�ی نه اما مͬ�کند. مربوط اثباتهستم» Tغیرقابل «در

اطلاع محتوای که مͬ�دهد نشان برهانش اولا، کنید، توجه ٩.١.٢ قضیه�ی به مثال برای نمͬ�آورند.

را f(T) بازگشتͬ بالای کران که فرضکنید دوما، نیست. T از بازگشتͬ تابع ͷی T صوری سیستم

که طوری به w(T) کلمه�ی بازگشتͬ تعیین هنوز صورت این در باشیم، داشته T اطلاع محتوای برای

شمارای دنباله ͷی مͬ�توانستیم مͬ�بود، چنین این اگر است. غیرممͺن K(w(T)) > f(T) ≥ cT

f(Tn)→∞ و K(w(Tn)) > f(Tn) که را wTn کلمه�ی و Tn صوری سیستم از متناهͬ کارآمد

توجه با آخر. الͬ و T1 = T0∪{K(w(T0)) > f(T0)} ،T0 = PA کنیم: تعریف زیر صورت به

که مͬ�کند بیان ٧.١.٢ نتیجه� اما .limn→∞ f(Tn) =∞ داریم بنابراین و cTn < cTn+1 ساختار، به

کلمه�ی و T صوری سیستم ͷی کارآمد تعیین بنابراین ساخت. مͬ�توان را w(Tn) متناهͬ تعداد تنها

قضیه�ی مضمون، این در است. غیرممͺن باشد، K(w(T)) > cT آن�ها برای که شده� داده w(T)

برای مشابه استدلال ͷی است. ناتمامیت اول قضیه�ی از تعمیم) ͷی جای (به ضعیفͬ شͺل ٩.١.٢

مͬ�شود. اعمال ١١.١.٢ قضیه�ی

صوری سیستم اطلاع محتوای با قرابتͬ کلͬ طور به cT که مͬ�دهیم نشان حال .١۴.١.٢ ملاحظه
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١١ قضیه�ی از استفاده با است. کمیت دو بین محدود تفاوت «قرابت» از مقصودمان که ندارد، T

قضیه�ی نیستند. اصل�پذیر PA روی متناهͬ طور به ZF حسابی قطعه�های ،[٢٣] لوی و کریزل

«K(w) > cPA» شͺل به عبارتͬ هیچ که طوری به مͬ�دهد اختصاص را cZF و cPA ثوابت ٩.١.٢

(عددی نظریه�های از نامتناهͬ تعداد نیستند. اثبات�پذیر ZF و PA در ترتیب به «K(w) > cZF» و

مشخصه�ی ثابت همان مͬ�بایست دارد قرار ZF از) حسابی قطعه�ی ͷی) PAو بین در Tnکه قوی)

K چون کنند. ثابت را «K(w) > m» شͺل به عبارات از مجموعه همان و باشند داشته را c

به ندارد. اصول این اطلاع محتوای با قرابتͬ Tn مشخصه�ی ثابت است، بی�کران Tn اصول روی

،[٩] مͬ�کنند فراهم را ممͺن» بیرونͬ «محدودیت�های اصول، اطلاع محتوای واقع در دیͽر، عبارت

کرد. جستجو دیͽر جای باید را واقعͬ محدودیت�های و

تایید را شایتین ادعای که ندارد وجود ٩.١.٢ قضیه�ی در خاصͬ چیز علاوه، به .١۵.١.٢ ملاحظه

مͬ�تواند فرمول ͷی تصمیم�ناپذیری که شد) داده توضیح فصل این ابتدای در (ب) قسمت (در کند

خاصͬ چیز که مͬ�شود مشاهده شود. داده توضیح اضافͬ اطلاع محتوای ͷی از نتیجه�ای عنوان به

فرمول استکه این دارد اهمیت که چیزی نمͬ�گوییم؛ «K(w) > cT» فرمول اطلاع محتوای درباره�ی

کاملا بحثͬ که است، زیادی اطلاعات شامل خاص رشته�ی همان که مͬ�کند اظهار تصمیم�ناپذیر

مͬ�باشد. متفاوت

در که درست عبارت�های ساختن اما بود، شده دیده فرازبان و اشیا زبان بین آشفتگͬ این سابقاً

اطلاع محتوای که کنیم شرط اگر زیرا است، میسر قطری�سازی توسط تقریباً تصمیم�ناپذیرند PA

چنین مͬ�شوند. شامل را زیادی خیلͬ اطلاعات باشد، عبارت آن گودل عدد پیچیدگͬ عبارت ͷی

مͬ�شود: ساخته ثابت نقطه�ی لم از بهره�گیری با عبارتͬ

برای صورت این در باشد. آزاد متغیر ͷی در و حسابی فرمول ͷی ϕ که کنید فرض .١۶.١.٢ لم

.[٣۶] PA ⊢ ψ ↔ ϕ(pψq) ،ψ زیادی تعداد

PA از زیادی خیلͬ اطلاعات «حاوی مͬ�کنید بیان که ψ جمله�ی تعریف برای ثابت نقطه لم از

ناکارآمد) طور (به را ψای .k0 := max{m|K(m) ≤ cPA} دهید قرار مͬ�کنیم. استفاده مͬ�باشم»

در زیرا ،PA 0 ψ اینصورت، در .PA ⊢ ψ ↔ [K(pψq) > cPA] و pψq > k0 که انتخابمͬ�کنیم
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درست ψ اما است؛ غیرممͺن ٩.١.٢ قضیه�ی به توجه با که PA ⊢ K(pψq) > cPA اینصورت غیر

چون .pψq ≤ k0 مͬ�کند ایجاب نیز این K(pψq)که ≤ cPA آنگاه مͬ�بود درست ¬ψ اگر زیرا است

نظر حال، هر به است. PA در تصمیم�ناپذیر و درست ψ بنابراین .PA 0 ¬ψ است، صحیح PA

گودل عدد با «K(pψq) > cPA» ثابت نقطات که مͬ�کنیم استفاده حقیقت این از اساساً که این به

دادن نشان برای استدلال این اینرو (از است جزیی ساختار دارد، وجود بزرگ دلخواه اندازه�ی به

علاوه، به مͬ�گیرد). قرار استفاده مورد نیست، ϕ در اطلاع محتوای از خوبی معیار K(pϕq) اینکه

اطلاعات «حاوی که نمͬ�کند بیان ثابت نقطه�ی ندارد، وجود cPA از کارآمدی تعیین هیچ چون

مفهوم از نوع همان بودن مفید امͺان کامل طور به فوق ملاحظات مͬ�باشم». PA از زیادی خیلͬ

از خوبی معیار اصول، پیچیدگͬ که مͬ�دهند نشان آن�ها مͬ�کنند. رد را ناتمامیت مطالعه�ی در اطلاع

پیروی ٩.١.٢ قضیه نظیر مواردی از و باشد صحیح تابع ͷی اطلاع اگر علاوه، به نیست. اطلاعات

T2 نظریه�ی از قوی�تر است ممͺن T1 نظریه�ی ͷی که کنیم قبول را نتیجه این مͬ�بایست آنگاه کند،

این که اطلاع از مفهومͬ تصور باشد. داشته T2 مانند را اطلاع محتوای همان که حالͬ در باشد،

صوری سیستم�های مطالعه�ی برای اطلاع مفهوم تولید اگر حتͬ است. سخت مͬ�پذیرد را احتمال

مقدار به صوری سیستم�های دیͽرِ خواص̞ چرا که این درباره�ی ارزشتحقیق است ممͺن باشد، مفید

مثال�های شدید کمبود با تحقیق این حال، هر به باشد. نداشته را هستند وابسته مشخصه�شان ثوابت

cPA < cZF آیا اینکه دانستن برای کاری شد، اشاره بالا در که همانطور بود: شده متوقف مفهومͬ

نداریم. را نوع این از نتایجͬ تصدیق بر مبنͬ ایده�ای هیچ حتͬ و نمͬ�دهیم، انجام

تصادفͬ حقیقͬ اعداد برای ناتمامیت قضایای ٢.٢

نشده احاطه ناتمامیت توسط تنها ریاضیات اینکه دادن نشان با مͬ�کند تلاش [٩] و [٨] در شایتین

به را ناتمامیت اول قضیه از نهایی» «شͺل حدی تا بودن، تصادفͬ از استفاده با همچنین و است

ابتدایی تفاسیر روی کوتاهͬ توضیح باید ابتدا شایتین، ایده�ی بیان برای بͽذارد. نمایش معرض

این است. شده تعریف جهانͬ تورینگ ماشین ͷی از Ω توقف احتمال ،[۵] در کنیم. بیان وی

«مجموعه�ی عبارت که A الͽوریتم�های یعنͬ شود، تعریف پیش�الͽوریتم� برای مͬ�تواند تنها مفهوم
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پیش�الͽوریتم ͷی Φ که کنید فرض مͬ�کند. ارضا را است» آزاد١ پیشوند {p|مͬ�شود {A(p)متوقف

سپس او است. خوشتعریف Ω := Σ{2−l(p)|مͬ�شود {Φ(p)متوقف صورت این در باشد. جهانͬ

مͬ�کند: ایجاد زیر خاصیت با Q = Q′ نمایی سیاله�ی معادله�ی ͷی

توجه قابل معادله�ی ͷی Qکاملا́ = Q′ دارد. نامتناهͬ یا متناهͬ حل�های Qراه = Q′

ریاضیاتمحضوجود در قطعیت عدم اصل از نوعͬ مͬ�دهد نشان که همچنان است،

درستͬ است ممͺن [...] دارد. وجود اعداد تمام نظریه�ی در حتͬ حقیقت، در دارد،

از تشخیص غیرقابل که دارد وجود حل راه نامتناهͬ تعداد که را ادعا این نادرستͬ یا

.[٩] است متعادل سͺه�ی ͷی پرتاب از مستقل نتیجه�ی

مارتین-لوف٢ توسط شده ارایه تصادفͬ تعریف Ω که است حقیقت این دلیل به قبلͬ ادعای

است: شده تاکید [٩] نتیجه�گیری در تفسیر فلسفͬ اهمیت مͬ�کند. ارضا را [٣٠]

تعداد یا متناهͬ نماییخاصتعداد معادلاتسیاله�ی آیا اینکه اثبات مͬ�کنیم ملاحظه ...

قدرتاستدلال از سوالاتفراتر قبیل این است. لجوجانه مطلقاً دارند، حل راه نامتناهͬ

یا تشخیص قابل ساختار هیچ ریاضیات درستͬ آن در که منطقه این است. ریاضͬ

قدرتاستدلال از سوالاتفراتر این است. تصادفͬ کاملا́ مͬ�رسد نظر به ندارد، الͽویی

ͷانیͺم و غیرخطͬ ͷدینامی کند. رسیدگͬ آن�ها به نمͬ�تواند ریاضیات است. انسان

این در ما که معتقدم دارد. وجود طبیعت در بودن تصادفͬ که داده�اند نشان کوانتومͬ

در و است، محض ریاضیات در حاضر حال در بودن تصادفͬ که داریم دلایلͬ کتاب

.[٩] است اعداد نظریه�ی ابتدایی نسبتاً شاخه�های در حتͬ حقیقت،

2∆-تعریف�پذیری و مارتین-لوف بودن تصادفͬ ١.٢.٢

برای که مͬ�کنیم بازنگری را بودن تصادفͬ از مارتین-لوف تعریف خواص از دسته آن سرعت به ما

شود. پیدا [٢۶] و [٣٠] در مͬ�تواند کامل شرح ͷی هستیم. آن�ها نیازمند اهدافمان

دیͽر عناصر از اولیه بخش ͷی عضوی هیچ هرگاه مͬ�شود گفته آزاد پیشوند دودویی کلمه�های از مجموعه ͷ١ی
نباشد.

٢Martin-Löf
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بازگشتͬ تابع ͷی هرگاه مͬ�شود نامیده محاسبه�پذیر 2ω روی µ احتمال اندازه�ی .١.٢.٢ تعریف

که ،|µ[w] − g(w, k)| < 2−k kها، و w تمام برای که طوری به باشد داشته وجود g : 2<ω → Q

است. w آن ابتدایی بخش که است xهایی تمام مجموعه�ی [w] آن در

ͷیN ⊆ 2ω باشد. محاسبه�پذیر اندازه�ی ͷی µ فرضکنید (مارتین-لوف[٣٠]). تعریف٢.٢.٢.

نوشته ∩nOn مجموعه�ی Π2 ͷی عنوان به بتواند N هرگاه است µ به نسبت بازگشتͬ متوالͬ آزمون

.µ(On) ≤ 2−n و On+1 ⊆ On است، بازگشتͬ n→ On تابع ،On ∈ Σ1 آن در که باشد شده

x ∈ 2ω باشد. محاسبه�پذیر اندازه�ی ͷی µ کنید فرض .([٣٠] (مارتین-لوف .٣.٢.٢ تعریف

متوالͬ آزمون�های تمام برای هرگاه مͬ�دهند) نشان x ∈ R(µ) با (و است تصادفͬ µ به نسبت

.x ̸∈ N ،µ به نسبت N بازگشتͬ

(برای مفهوم این در تصادفͬ دنباله�های که دهد نشان مͬ�تواند و µ(R(µ))؛ = 1 که است بدیهͬ

قانون بزرگ، اعداد قوی قانون مانند معمولͬ احتمالات قوانین ((1 − p, p)ω شͺل به اندازه�های

است: تعجب�آور کمͬ زیر خاصیت مͬ�کند. ارضا را ... و تکراری لͽاریتم

باشد. محاسبه�پذیر اندازه�ی ͷی µ کنید فرض (مارتین-لوف[٣٠]). .۴.٢.٢ لم

است. کارآمد شمارای ،µ به نسبت بازگشتͬ متوالͬ آزمون�های مجموعه�ی (الف)

که طوری به ،Φ مثال عنوان به است، موجود µ به نسبت جهانͬ بازگشتͬ متوالͬ آزمون ͷی (ب)

.N ⊆ Φ باشیم داشته µ به نسبت N بازگشتͬ متوالͬ آزمون�های تمام برای

آن اگرچه است. ساده�ای نسبتاً عناصر دارای R(µ) که است این قبلͬ لم از نادر نتیجه�ی ͷی

2∆-تعریف�پذیر دنباله�های شامل R(µ) باشد، غیراتمͬ µ اگر نمͬ�باشد بازگشتͬ دنباله�های شامل

است. زیر حقیقت نتیجه�ی این نیست.

ͷی دارای 2ω از Π1 غیرخالͬ زیرمجموعه�ی هر .([٣٨] سوآر٣ پایه�ای (قضیه�ی .۵.٢.٢ قضیه

است. 2∆-تعریف�پذیر عضو
٣Soare
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نامتناهͬ مسیرهای از مجموعه�ای عنوان به مͬ�تواند 2ω از زیرمجموعه Π1 ͷی (طرح). برهان.

گوییم قبول قابل را w ∈ T باشد. شده گرفته نظر در T بازگشتͬ دودویی درخت میان از

اگر است قبول قابل w ،۴͹کونی لم از استفاده (با .∀n > l(w) ∃v ∈ 2n(w ⊆ v&v ∈ T ) هرگاه

قبول قابل کلمه�های مجموعه�ی باشد.) داشته وجود w طریق از T از نامتناهͬ رشته�ی ͷی اگر تنها و

چپ�ترین سمت دارد. نامتناهͬ رشته�ی ͷی T است، خالͬ غیر زیرمجموعه که آنجایی از است. Π1

ساخته است، Π1 که قبول، قابل کلمات مجموعه�ی در بازگشتͬ طور به مͬ�تواند نامتناهͬ رشته�ی

باشد. ∆2 خودش مͬ�بایست رشته این بنابراین باشد. شده

مͬ�دهیم. ارایه را خلاصه برهان ͷی است؛ گرفته منشاء [٣۵] اشنور۵ از زیر لم

دنباله�های شامل R(µ) اینصورت در باشد. محاسبه�پذیر اندازه�ی ͷی µ که کنید فرض .۶.٢.٢ لم

است. 2∆-تعریف�پذیر

مجموعه�ی Π1 ͷی است. 1 اندازه�ی از مجموعه�ی Σ2 ͷی R(µ) ،۴.٢.٢ لم به توجه با برهان.

کنید. اعمال را ۵.٢.٢ قضیه�ی و باشد µ(A) > 0 که کنید انتخاب چنان را A ⊆ R(µ)

D (قضیه�ی شایتین نتیجه�ی فهمیدن برای است. 2∆-تعریف�پذیر شایتین Ω .٧.٢.٢ ملاحظه

x ∈ ∆2∩R(λ) و λ = (1
2
, 1
2
)ω فرضکنید مͬ�کنیم. عمل صورتزیر به ،([٩] مرجع صفحه�ی١۵٩

است سیاله کارآمد شمارای رابطه�ی هر چون است. Π2-تعریف�پذیر ،x محͺم�تر، دلیل با باشد.

که طوری به دارد وجود P چندجمله�ای ͷی ،[١٢]

.xn = 1 اگر تنها و اگر ∀m∃kP (m, k, n) = 0

mها تمام برای حل راه ͷی P (m, k, n) = 0 معادله�ی ناخواه خواه گفت شایتین به مͬ�توان بنابراین

که همانطور دارد. را مͬ�کند» جهش اطراف به تغییر n عنوان به پیش�بینͬ غیرقابل کاملا́ شیوه�ای «در

خواه مͬ�کند. تولید را شایتین نتیجه�ی شده، شناخته قضایای تعدادی از جزیی ترکیب ͷی دیدیم،

گودل» قضیه�ی از نمایشͬ نسخه�ی ͷی» عنوان به تعابیری چنین توسط کافͬ اندازه�ی به وضعیت این

۴König’s Lemma
۵Schnorr
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امر ͷی شاید است، شده داده شرح [٩] گودل» ناتمامیت قضیه�ی از ممͺن نسخه�ی «قوی�ترین یا

این احتمالͬ بازدهͬ زمینه این در اطلاع الͽوریتمͬ نظریه�ی ایده�های از کاربرد ͷی) باشد. سلیقه�ای

به باشد.) شده اندازه�گیری اثباتش ساده�ترین توسط باید قضیه ͷی اطلاع محتوای که است نتیجه

آنجایی از است. بعید نسبتاً کوانتومͬ ͷانیͺم و غیرخطͬ ͷدینامی مقایسه�ی که معتقدیم حال، هر

خاص انتخابی تعریف از مصنوعͬ محصول ͷی مͬ�رسد نظر به بالا، حالات همچون حالتͬ در که

محض به الͺترون�ها، چرخش همچون کوانتومͬ پدیده�ی ͷی بودن تصادفͬ لذا مͬ�کنیم، مشاهده را

تعاریف البته، نمͬ�رود. بین از بپذیریم، را بودن تصادفͬ از متناوب تعریف ͷی گرفتیم تصمیم اینکه

مثال�های مناسب، اساسͬ قضیه�ی ͷی ͷکم به شده ساخته تصادفͬ، دنباله�های از دیͽر (حسابی)

که ͬͺفیزی مثال�های برای اما داشت؛ خواهد همراه به را ریاضیات» در بودن «تصادفͬ از جدیدی

مثال�های در که نیرومندی چیز رو این از مͬ�رسد. نظر به بیهوده مͬ�مانند، ثابت تعریف تغییر تحت

است. ناقص اینجا در است، کرده اشاره شایتین که ͬͺفیزی

حاشیه ٢.٢.٢

زمانͬ حتͬ 2∆-تعریف�پذیر، دنباله�های که مͬ�دهیم نشان اینجا در فنͬ، صحبت ͷی عنوان به

برای حمایت�ها بعضͬ بنابراین مͬ�دهند، ارایه را بی�قاعده�ای نسبتاً پیچیده�ی رفتار تصادفͬ�اند، که

ͷی عنوان به باشند. تصادفͬ نمͬ�توانند «واقعاً» ساده�ای دنباله�های چنین که شهودی محͺومیت

دستمͬ�آوریم. به نوساناتپیچیدگͬ روی را مارتین-لوف مشهور نتیجه�ی از جدید یͷبرهان امتیاز،

،x ∈ 2ω اگر مͬ�دهد. ارایه را نامتناهͬ دودویی دنباله�های از پیچیده رفتار نوعͬ اول قضیه�ی

باشد. مختص nامین ،xn و n طول به x از ابتدایی بخش ͷی x(n) آنگاه

مͬ�شود: مطرح زیر مختلف صورت سه به کولموگروف پیچیدگͬ اینجا در

کولموگروف پیچیدگͬ :١.٢ جدول
تعریف نماد

s مولد برنامه کوتاهترین طول K1(s)

s مولد تورینگ ماشین کوچͺترین حالت�های تعداد K2(s)

0 نقطه در s مولد بازگشتͬ تابع اندیس کوچͺترین K3(s)
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که λ{x ∈ 2ω|∃m∀k∃n ≥ k K1(x(n)) > n−m} = 1 (مارتین-لوف[٣٠]). .٨.٢.٢ قضیه

.λ = (1
2
, 1
2
)ω آن در

مͬ�کنند. رفتار بی�قاعده نسبتاً رابطه این در 2∆-تعریف�پذیر دنباله�های که مͬ�دهیم نشان حال

.limn→∞(n−K2(x(n))) =∞ آنگاه باشد، 2∆-تعریف�پذیر ،x ∈ 2ω اگر .٩.٢.٢ قضیه

اگر تنها و اگر است ∆2 ،2ω در x دنباله�ی مͬ�کنیم: استفاده ([٣٨] (سوآر استاندارد لم از برهان.

{⟨k, n⟩|(ξk)n = 1} مجموعه�ی و ξk ∈ 2ω آن در که باشد ∆2 ،(ξk)k∈N دنباله�های برخͬ برای

2∆-تعریف�پذیر ،x دنباله�های عبارتͬ، (به .xn = limn⇒∞(ξk)n nها، تمام برای است: بازگشتͬ

خودش تنظیم به مجاز xn هر برای ماشین اگر باشند شده تولید تورینگ ماشین�های توسط مͬ�توانند

برای هستیم. دودویی رشته�های کدگذاری روی قرارداد ͷی نیازمند ابتدا باشد.) بار متناهͬ تعداد به

کنیم: کد زیر صورت به wv تکͬ رشته�ی ͷی به را ⟨w, v⟩ دوتایی مͬ�توانیم v و w دوتایی رشته�های

A تعریفمͬ�شود: زیر صورت Aبه الͽوریتم ͷی .v کردن سپساضافه و 1ͷی wنوشتن در بیت دو

دودویی صورت به شده نوشته طبیعͬ عدد ͷی i آن در که مͬ�کند عمل iq شͺل به ورودی�های روی

مͬ�کند؛ مشخص را l(q)سپس و i ابتدا A ،iq ورودی روی است. دودویی دلخواه رشته�ی ͷی q و

شͺل به A(iq) بزرگ، کافͬ اندازه�ی به l(q) برای مͬ�دهد. را A(iq) = ξi+l(q)(i)q خروجͬ سپس

مͬ�شود: تعریف زیر

A(iq) = x(i)w wها، بعضͬ برای

داریم: بزرگ کافͬ اندازه�ی به n > i برای پس بͽیرید، نظر در ثابت را i

.K(x(n)) ≤ KA(x(n)) + c ≤ (n− i) + 2 log i+ c

بنابراین

.∀i∃n0(i)0(i) (n−K(x(n)) ≥ i− 2 log i− c)

.limn→∞(n−K(x(n))) =∞ لذا است، بی�کران نامساوی راست طرف چون

.∀x∀m∃nK3(x(n)) ≤ n−m .([٣١] (مارتین-لوف .١٠.٢.٢ قضیه
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استفاده با .{x|∀nK3(x(n)) > n−m} ̸= ∅ mها، بعضͬ برای که کنید (خلف) فرض برهان.

باشد، 2∆-تعریف�پذیر عضو ͷی شامل مͬ�بایست غیرخالͬ مجموعه�ی Π1 این ،۵.٢.٢ قضیه�ی از

است. قبلͬ قضیه�ی با تناقض در که

کنید فرض است. زیر ایده�ی نتیجه�ی اصل در ١٠.٢.٢ قضیه�ی برای مارتین-لوف اصلͬ برهان

بخش نامحدودی تعداد ،x ∈ 2<ω هر برای پس باشد. 2<ω از بازگشتͬ شمارش ͷی f : ω → 2<ω

از شاید .f(i) = x(n) که طوری به دارد وجود ،l(w) = i آن در که x(n + i) = x(n)w ابتدایی

مͬ�برد. بهره است، درست متفاوت کاملا́ دلیل ͷی برای همواره ١٠.٢.٢ قضیه�ی که این

سال از حداقل ریاضیات» در بودن «تصادفͬ که باشید داشته توجه پایان، در .١١.٢.٢ ملاحظه

دنباله�ی غیرمنطقͬ، α برای که کرد اثبات وِیل۶ که زمانͬ است، گرفته قرار بررسͬ مورد ١٩١۶

شده� تعریف سادگͬ به دنباله�ی حتماً که است این عمومͬ مشͺل است. 1 مˀد به هم�توزیع (nα)n∈ω

هم�توزیع) عنوان (به آماری محتوای توسط فصل این در بودن تصادفͬ مفهوم آن در که است، تصادفͬ

شده تعریف سادگͬ به دنباله�های مثال�های است. مشخصشده بازگشت قضیه�ی از استفاده بدون و

هستند: بودن تصادفͬ به مشͺوک شدت به که

باشد، 1
2
از) (کمتر از بزرگ�تر 1 مˀد به (3

2
)n اگر تنها و اگر است (0) 1 آن ترم nامین که دنباله�ای -

.٧ͬͺکولاکوس 2− 1 دنباله�ی -

کنید). مطالعه را [١٠] و [٣] مثال عنوان (به است نبوده آن�ها اثبات به قادر تاکنون کسͬ اما

غیرتصادفͬ�اند. تعاریفمعمول با مطابق بنابراین هستند، بازگشتͬ دنباله�ها این که مͬ�شود مشاهده

بودن تعاریفنظریتصادفͬ دادن وفق برای راه دو نمͬ�کند. کم بالا مسائل از علاقه�ای این حال، هر به

را کولموگروف پیچیدگͬ کلͬ طور به یا مͬ�شود: ظاهر مفهوم، این به علاقه�مند ریاضیدانان تمرین با

قرار بررسͬ مورد هم با بودن تصادفͬ تعریف در را بازگشت قضیه�ی از استفاده یا [٢۴] ببرد بͺار

.[٢۶] دهد

۶Weyl
٧Kolakoski



٣ فصل

شایتین ناتمامیت قضیه تفسیر

۴٧
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مشهورترین از ͬͺی شاید قضیه�یشایتین، اختصار، به یا شایتین، ناتمامیتنظریه-اطلاعͬ نتیجه�ی

برای که مͬ�کند بیان شایتین قضیه�ی باشد. اخیر دهه�ی پنج در منطق نتایج جاافتاده�ترین احتمالا˟ و

شͺل به عبارتͬ هیچ نمͬ�تواند T که است موجود چنان c متناهͬ ثابت ،T صوری سیستم هر

داشته وجود K(w) > c خاصیت با w نامتناهͬ تعداد اگر حتͬ کند، ثابت را «K(w) > c»

قضیه�ی مͬ�دهد. نشان را w محاسباتͬ پیچیدگͬ یا الͽوریتمͬ، پیچیدگͬ K(w) اینجا در باشند.

نظریه�ی پیشͽام و برجسته� منطق�دان دیویس١ بود. کرده جلب خودش به را زیادی توجه�های شایتین

تعداد شایتین نتیجه�ی مͬ�نامد. گودل» قضیه�ی نتیجه�ی از چشمͽیر گسترش ͷی» را آن بازگشتͬ،

نتیجه از شایتین خود تفسیر است. آورده وجود به فلسفͬ�اش ارتباط و معنا درباره�ی بحث زیادی

که مͬ�دهد نشان قضیه عامه، نظریه�ی این اساس بر است. شده برخوردار جهانͬ پذیرش از تقریباً

بر فرض کند. ثابت را نظریه خود پیچیدگͬ از بیشتر پیچیدگͬ با شͬء ͷی نمͬ�تواند صوری نظریه�ی

مͬ�کند. منعکس را نظریه اطلاع محتوای یا قوی، معیار ͷی اصول، الͽوریتمͬ پیچیدگͬ که است این

استدلال�هایی لامبالͽن که دیدیم قبل فصل در است. تفسیر این بردن سوال زیر فصل این هدف

تفسیر در اشتباهͬ باید که مͬ�دهد نشان دقیقاً وی بحث اگرچه است. کرده مطرح نتیجه همان برای

بحث علاوه، به نمͬ�گوید. چیزی کجاست اشتباه اینکه مورد در واقع در اما باشد، داشته وجود عامه

ممͺن که مͬ�دهد، ادامه را مقالات در اتفاق عامه دیدگاه است. کرده رها را جدی مسایل درباره��ی

است این اینجا در هدفمان نیست. ملموس کافͬ اندازه�ی به لامبالͽن نقد که باشد معنͬ بدین است

عامه دیدگاه که دهیم نشان قاطعانه طور به و کرده تقویت را نقد قوی�تر، نقض مثال�های ارایه با که

مورد قضیه�ی کننده�ی تعیین محدود خصوصثابت در معینͬ مسایل به این، بر علاوه است. نادرست

در را مشخصه ثابت از درستͬ ماهیت که مͬ�کنیم سعͬ مͬ�دهیم. پاسخ موجود مقالات در بحث

مͬ�دهد. سوق تفسیری چنین به را مردم عاملͬ چه ببینیم و دهیم قرار تحلیل و تجزیه مورد مسایل

١M. Davis
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بازگشت نظری نیاز�های پیش برخͬ ١.٣

بررسͬ مورد شده�اند استفاده ادامه در که را بازگشت قضیه�ی نتایج و پایه�ای مفاهیم برخͬ باید ابتدا

را N به تورینگ ماشین�های از دوسویی گذاری عدد ͷی که مͬ�کنیم فرض سادگͬ برای دهیم. قرار

راجرز نمادگذاری از اینجا در بشماریم؛ ... و Φ1 و Φ0 صورت به را تورینگ ماشین�های و داریم

اگر مͬ�کنیم. استفاده ... و ϕ1 و ϕ0 با متناظر جزیی بازگشتͬ توابع کردن مشخص برای [٣٢]

محاسبات زمانͬ تنها .Φm(n) ↓ مͬ�نویسیم شود، متوقف n ورودی با و m کد با تورینگ ماشین

خروجͬ اگر .Φm ↓ مͬ�نویسیم Φm(0) ↓ بجای و باشد 0 ورودی که مͬ�دهیم نشان ورودی بدون را

مͬ�کنیم. مشخص Φm ↓ y با 0 ورودی برای و Φm(n) ↓ y با را آن شود، متوقف y روی محاسبات

صورت این در باشند، برابر بودند شده تعریف اگر یا و باشند نشده تعریف ϕm و ϕn مقادیر هرگاه

مͺراراً که شد ارایه کلینͬ توسط بازگشتͬ توابع نظریه�ی از اصلͬ نتیجه�ی ͷی .ϕn ≃ ϕm مͬ�نویسیم

مͬ�کنیم: استفاده زیر صورت به آن از

e که دارد وجود چنان e ،f شده�ی داده بازگشتͬ تابع برای ثابت). نقطه�ی (قضیه�ی .١.١.٣ قضیه

.ϕe ≃ ϕf(e) یعنͬ مͬ�کنند، محاسبه را تابع ͷی f(e) و

ماشین�های از e کد عدد اگر که ماشینͬ است، Φ جهانͬ تورینگ ماشین وجود اساسͬ حقیقت

عمل n روی Φe تورینگ ماشین محاسبات همانند بدهیم، آن به ورودی عنوان به را n عدد و تورینگ

ورودی دو مͬ�توانیم که مͬ�کنیم فرض زیر، ملاحظات سادگͬ برای .Φ(e, n) ≃ Φe(n) یعنͬ کند،

ماشین شبیه�سازی ارزش دهید اجازه باشیم. داشته e + n طول به ورودی ͷی و کرده الحاق را Φ

ماشین همان کد که e با را جهانͬ تورینگ ماشین توسط ،Φe(n) یعنͬ ،n ورودی با Φe تورینگ

دهیم. نشان است شده شبیه�سازی تورینگ

کدگذاری است. شده ارایه راجرز توسط که مͬ�کنیم تعریف را قبول قابل اندیس مفهوم ادامه در

از ψn توابع از ψ خانواده اندیس�ها، از سیستم هر مͬ�شود. نامیده استاندارد کدگذاری ،ϕe «معمول»

قلم از را متغیرها تعداد ذکر مͬ�توان معمولا˟ است. nموضعͬ جزیی بازگشتͬ توابع مجموعه�ی به ω

انداخت.
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و g تام بازگشتͬ توابع هرگاه مͬ�شود نامیده قبول قابل اندیس�ها، از A سیستم ͷی .٢.١.٣ تعریف

.ϕe ≃ Ag(e) و Ae ≃ ϕf(e) که باشند موجود چنان f

سیستم به استاندارد کدگذاری از کارآمد طور به بتواند هرگاه است قبول قابل سیستم ͷی بنابراین

هم آن اگر تنها و اگر است قبول قابل اندیس�ها سیستم که بود داده نشان راجرز برعکس. و برود

نقطه�ی قضیه�ی اندیس�ها از قبول قابل سیستم هر اینکه و کند، ارضا را پارامتری�سازی هم و شمارش

ساختار همان اندیس�ها از قبول قابل سیستم�های که گفت مͬ�توان روی این از کند. ارضا را ثابت

محاسبه�پذیری، نظر نقطه� از بنابراین، مͬ�کند. فراهم استاندار صورت به بازگشتͬ توابع برای را نظریه

وجود به را مͬ�شوند بسته بͺار اندیس�ها از قبول قابل سیستم کدام اینکه در تفاوتͬ هیچ حقیقت در

نمͬ�آورد.

شایتین ناتمامیت قضیه�ی ٢.٣

قضیه�ی به و داده ارایه را الͽوریتمͬ، پیچیدگͬ یا کولموگروف، پیچیدگͬ از تعریفͬ مͬ�بایست ابتدا در

بپردازیم. شایتین

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به مͬ�دهیم، نشان K(x) با که ،x الͽوریتمͬ پیچیدگͬ .١.٢.٣ تعریف

،K(x) = µe(ϕe(0) ≃ x)

.ϕe(0) ≃ x که e کوچͺترین یعنͬ

قضیه�ی با منحصراً فصل این اما دارد وجود مقالات در زیادی متفاوت تعاریف حقیقت در

این از نمͬ�کند، اذیت را ما اطلاع الͽوریتمͬ نظریه�ی ظرافت�های که دارد سروکار شایتین ناتمامیت

است. کافͬ منظور این برای فوق ساده�ی تعریف رو

پیچیدگͬ است. شده مطرح ،Σ0
1 یا کارآمد، شمارای رابطه�ی عنوان به ϕx(0) ≃ y که کنید توجه

این از و است شده تعریف ϕy(0) ≃ x & ∀z < y(¬ϕz(0) ≃ x)صورت به K(x) = y الͽوریتمͬ

است. Σ0
2 رابطه، ͷی عنوان به K(x) = y رو
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قوی کافͬ اندازه�ی به و اصل�پذیر بازگشتͬ طور به T صوری سیستم که مͬ�شود فرض ادامه، در

T که فرضمͬ�شود علاوه، به شود). تعبیر آن در Qبتواند یا و Qبوده است(شاملحسابرابینسون٢

درست هستند) «K(x) > y» شͺل به که قضایایی (حداقل آن قضایای یعنͬ است، صحیح نظریه�ی

ProvT(pK(x) > cq)⇒ K(w) > cانعکاس اصل توسط مͬ�تواند این بیشتر، رسمیت با هستند.

شود. مطرح

برای T نظریه�ی در اثبات ͷی گودل عدد x» که مͬ�کند بیان ،T بر مبتنͬ شده�ی حسابی اثبات

اثبات�پذیری گزاره�ی مͬ�دهیم. نمایش PrfT(x, y) با اختصار به و است» y گودل عدد با فرمولͬ

T در y گودل عدد با «فرمولͬ صورت به و شده تعریف ∃xPrfT(x, y) صورت به ProvT(y)

مͬ�شود. بیان است» اثبات�پذیر

مͬ�باشیم. آن اثبات متفاوت راه�های درباره�ی بحث و شایتین ناتمامیت قضیه�ی بیان آماده�ی حال

ثابت ،T قوی) کافͬ اندازه�ی (به شده�ی صوری نظریه�ی هر برای شایتین). (قضیه�ی .٢.٢.٣ قضیه

نمͬ�کند. اثبات را K(w) > c wها، تمام برای T که دارد وجود چنان c

مͬ�کند: عمل زیر صورت به که باشد تورینگͬ ماشین Φm کنید فرض برهان). (طرح برهان.

Φm = ،PrfT(x, pK(w) > cq) که یافت را xای کوچͺترین ،w برای «اگر

کند.» چاپ را w آنگاه

عدد c که است این مهم چیز تنها .c > m که کنیم انتخاب طوری را c عدد که دهید اجازه

تورینگ ماشین اندازه�ی از که ساده برنامه�ی زیر ͷی توسط مͬ�تواند وجود این با ولͬ است بزرگͬ

باشد. شده تولید نیست، بزرگ�تر

اثبات را K(w) > c ،T wها، تمام برای بنابراین، (و نمͬ�شود متوقف Φm که داد نشان مͬ�توان

.Φm ↓ w ⇒ K(w) > c فرضصحت، با اینصورت در .Φm ↓ که کنید (خلف) فرض نمͬ�کند).

بنابراین، Φm؛ ↓ w ⇒ K(w) ≤ m ،c > m اینکه فرض تعریفK(w)و به توجه با دیͽر، طرف از

است. تناقض ͷی که K(w) < c

٢Robinson-Arithmetic
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اثبات ایده�ی ١.٢.٣

خود قول نقل مͬ�سازد. را پارادوکس ͷی از مثبت استفاده�ی ͷی برهان این گودل، برهان مشابه

شایتین:

در که طبیعͬ عدد «کوچͺترین که دارد بری٣ پارادکس به زیادی شباهت برهان این

توصیفشده کلمه 12 در عدد این (اما نیست» توصیف قابل کلمه 10000000 از کمتر

شͬء «که گرفت خواهد انجام ترفند این با که بری پارادکس از نسخه�ای ... است!)

میلیون ͷی از بزرگ�تر آن اطلاع الͽوریتمͬ محتوای که است برهانͬ کوتاه�ترین دارای

... است» بیت

مͬ�دهد: توضیح زیر صورت به را قضیه�اش دیͽری متن در وی

که کن پیدا را دودویی ارقام از سری ͷی» است: زیر محاسباتͬ برنامه�ی ... نتیجه

تمام برنامه کند.» ثابت را برنامه این بیت�های تعداد از بزرگ�تر پیچیدگͬ وجود بتواند

اولین با که زمانͬ تا اندازه�هایشان ترتیب به را صوری سیستم در ممͺن برهان�های

دارد برنامه بیت�های تعداد از بزرگ�تر پیچیدگͬ با خاص دودویی دنباله�ی ͷی که اثباتͬ

فرضͬ طور به برنامه ... مͬ�شود. متوقف و کرده چاپ را دنباله�ها آنگاه کند. برخورد

... باشد. نتیجه�گیری به قادر نباید اندازه�اش با برنامه�ای هیچ که مͬ�دهد نتیجه را عددی

جستجوی در که را عددی هیچ�گاه برنامه که مͬ�دهد شرح فقط گیری نتیجه این پوچͬ

... یافت نخواهد را بوده آن

است. ͷنزدی کاملا́ بولوس۵ و دیویس۴ توسط شده ارایه برهان�های به فوق برهان طرح ایده�ی

مͬ�توان فقط که مͬ�شود فرض یعنͬ، دارد. وجود برهان این در ناخوشایند شͺاف ͷی حال، هر به

را اعتقادمان از اصل ͷی عنوان به این اما مͬ�کند، ارضا را نیازمان که کرد انتخاب را c عدد ͷی

مͬ�کنیم. مطرح برهان این کردن کامل برای راه دو ادامه در است. کرده رها

٣Berry’s Paradox
۴Davis
۵Boolos



۵٣ شایتین ناتمامیت قضیه تفسیر .٣ فصل

ثابت نقطه ساختار ٢.٢.٣

قضیه�ی اعمال با مͬ�توانیم که مͬ�دهد نشان تورینگ ماشین از خودارجاع ویژگͬ حاضر حال در

است. برهان کردن کامل راه اولین این درواقع کنیم. پیدا مناسب عدد ͷی کلین۶ͬ ثابت نقطه�ی

تعریف صورت به که یافت تورینگΦmرا ماشین از) کد (یͷعدد مͬ�توان شده داده c عدد برای

یعنͬ کنیم، مشخص f با را مͬ�کند نظیر c به را m که بازگشتͬ تابع دهید اجازه مͬ�کند. عمل فوق

که یافت را e عدد کارآمد طور به مͬ�توان ثابت نقطه�ی قضیه�ی از استفاده با حال .f : c → m

تعریف به توجه با .Φe ≃ Φf(e)

Φf(e) = ،PrfT(x, pK(w) > eq) که یافت را xای کوچͺترین ،w برای «اگر

کند.» چاپ را w آنگاه

لذا Φe ≃ Φf(e) چون

Φe = ،PrfT(x, pK(w) > eq) که یافت را xای کوچͺترین ،w برای «اگر

کند.» چاپ را w آنگاه

مͬ�زند. ͷکل که یافتیم را e کارآمد طور به بنابراین،

شایتین ساختار ٣.٢.٣

برهان�های وی است. کرده ثابتمشخصه�اشاستفاده ساختن برای یͷروشمتفاوت از شایتین خود

مͬ�دهیم ارایه برهان�هایش اصلͬ� ایده�ی از که توصیفͬ حال است. کرده منتشر نتیجه�اشرا از متفاوتͬ

مͬ�توان ابتدا انداخته�ایم. قلم از یا و شده� ساده یا ظریف اجزاء که است واضح است. منصفانه�تر کمͬ

که کرد تعریف را Φ تورینگ ماشین ͷی به وابسته n (رشته) عدد الͽوریتمͬ پیچیدگͬ ،KΦ(n)

به کند. تولید را n مͬ�شود داده Φ به وقتͬ که طوری به است (ورودی) برنامه�ای کوتاه�ترین اندازه�ی

پیچیدگͬ تعیین بدون را اعداد تمام یا برخͬ حالت�ها از زیادی تعداد در KΦ است ممͺن وضوح

مشابه مͬ�تواند که Φ جهانͬ تورینگ ماشین ͷی شایتین بحث، همین ادامه�ی در بیاندازد. قلم از

۶Kleene’s Fixed-Point Theorem



۵۴ شایتین ناتمامیت قضیه تفسیر .٣ فصل

پیچیدگͬ صورت به «مطلق» الͽوریتمͬ پیچیدگͬ مͬ�گیرد. نظر در را کند عمل تورینگ ماشین هر

است. شده تعریف جهانͬ تورینگ ماشین چنین ͷی به نسبت الͽوریتمͬ

مͬ�کند: ایجاب را شایتین برهان زیر مهم لم

کد c ثابت آن در که K(n) ≤ KΦ(n) + c ،n عدد هر و Φ تورینگ ماشین هر برای .٣.٢.٣ لم

است. Φتورینگ ماشین

که تورینگͬ ماشین مͬ�شود: تعریف زیر صورت به Φتورینگ ماشین خاص هدف ͷی ادامه در

صوری نظریه�ی اصول از الحاق ͷی A آن در که است (pAq, k) مرتب دوتایی�های ورودی�هایش

مͬ�کند: عمل زیر صورت به که بͽیرید نظر در را Φ است. عدد ͷی k و بحث مورد شده�ی

Φ = ،Prf(x, pK(w) > cq) که یافت را xای کوچͺترین ،w برای «اگر

کند.» چاپ را w آنگاه ،c = pAq+ 2k آن در که

Φ تورینگ ماشین این کد که کرد بررسͬ و گرفت نظر در ثابت را A اصول ادامه در مͬ�توان

w پیچیدگͬ شود، متوقف Φ اگر دهیم. نشان n با را تورینگ ماشین این کد دهید اجازه چیست.

توجه است. (pAq + k) مساوی یا و کمتر نسبی پیچیدگͬ تعریف با ،KΦ(w) یعنͬ ،Φ به نسبت

با اینرو، از است. جهانͬ تورینگ ماشین توسط Φ شبیه�سازی ارزش ،Φ کد عنوان به ،n که کنید

ورودی عنوان به را n ادامه در .K(w) ≤ (pAq + k) + n «مطلق» پیچیدگͬ ،٣.٢.٣ لم به توجه

برای را (A (از برهانͬ شود، متوقف Φ اگر بنابراین مͬ�کنیم. وارد ،k = n یعنͬ ،Φ برای دوم

Φ تعریفِ c همان این صحت، فرض با .c = pAq + 2n آن در که کرد خواهد پیدا K(w) > c

که همانگونه و k = n چون دیͽر طرف از و ،K(w) > pAq + 2n طرف ͷی از بنابراین، است.

Φ اینرو از است. تناقض ͷی که K(w) ≤ pAq + 2n لذا K(w) ≤ (pAq + k) + n شد ذکر

در که شود یافت K(w) > c برای (A (از برهانͬ نمͬ�تواند wها تمام برای و شود متوقف نمͬ�تواند

.c = pAq+ 2n آن
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روش دو مقایسه�ی ۴.٢.٣

جمله از شایتین روش که کرد قبول باید اما نیست، مستقیم نتیجه�اش برای شایتین روش اگرچه

و مͬ�کند اجتناب مستقیم خودارجاعͬ هرگونه از روش این مͬ�رود. شمار به هوشمندانه روش�های

که بازگشتͬ، توابع نظیر پیشرفته� نتایج از برخͬ یا ثابت نقطه قضیه�ی از استفاده به نیازی اینرو از

ͷی از فهم قابل ایده�های تنها عوض، در ندارد. باشند، داشته مشͺل آن�ها درک در برخͬ است ممͺن

طرف از است. نیاز هدفخاصمورد تورینگِ ماشین ͷی ارزششبیه�سازی و تورینگجهانͬ ماشین

بی پیچیدگͬ بازگشتͬ، توابع نظریه� از دانشخوب با منطق�دان ͷی برای است روشممͺن این دیͽر،

ماهیتͬ روش�ها آن بͽوید که است قادر مقایسه این نتیجه�گیری، ͷی عنوان به برسد. نظر به ارزشͬ

برمͬ�گزیند. را مناسب معین ثابت ͷی یافت طریقه�ی که است شخصͬ سلیقه�ی ͷی از

شایتین نتیجه�ی از عامه تفسیر ٣.٣

مفهوم درباره�ی زیادی بسیار بحث�های ایجاد موجب شایتین قضیه�ی بود، شده گفته که همانطور

تکرار و موضوع روی عامه دیدگاه به شایتین خود علاقه�ی مورد تفسیر بود. شده فلسفͬ�اش ارتباط

است: درک قابل کاملا́ نظر به شایتین نگارش از زیر قول نقل بود. شده تبدیل مقالات در صادقانه

بپردازم. استنتاج قوانین و اصول از قدرتیͷمجموعه اندازه�گیری به مͬ�خواهم من ...

قضیه کیلو بیست و اصول کیلو ده کسͬ اگر که باشم موضوع این بیان به قادر مͬ�خواهم

باشد. شده مشتق اصول این از نمͬ�تواند قضیه آنگاه باشد، داشته

بیان قضیه این بود، شده تعریف بودن تصادفͬ از اندازه�ای عنوان به پیچیدگͬ چون

تصادفͬ صورت به نمͬ�تواند فرمولͬ هیچ گودل عدد صوری، یͷسیستم در که مͬ�کند

باشد. سیستم خود پیچیدگͬ از کمتر عدد آن پیچیدگͬ اینکه مͽر باشد شده ثابت

فقط است n از بزرگ�تر پیچیدگͬ با خاص شͬء ͷی که کند اثبات است ممͺن آن ...

... باشد. اثبات در رفته کار به اصول پیچیدگͬ از کوچ�ͷتر n اگر

نظر به معقول نظریه-اطلاعͬ ترم�های در حساب صوری نظریه�های قدرت اندازه�گیری
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... مͬ�رسد

بیت�ها تعداد اما ندارد وجود باشد کننده محدود عامل که برنامه خود در بیتͬ تعداد هیچ

استنتاجͬ قواعد و اصول برنامه، در است. مجموع ͷی صورت به صوری سیستم در

پنهان کند، ارایه برهان�ها آزمایش برای الͽوریتمͬ و کرده مشخص را سیستم رفتار که

ͷی با صوری سیستم�های پیچیدگͬ از بی�عیب برنامه�ی اندازه�ی بنابراین ... است.

بستگͬ رفته کار به ماشین زبان به c حقیقͬ (مقدار مͬ�کند. تجاوز c ثابت بیت تعداد

باشد: شده بیان زیر صورت به مͬ�تواند پارادکس با شده اثبات قضیه�ی بنابراین دارد.)

ارقام از سری ͷی که کند اثبات است ممͺن n پیچیدگͬ با صوری سیستم ͷی در

از نظر قطع که است ثابتͬ c آن در که است n + c از بزرگ�تر پیچیدگͬ از دودویی،

است. شده گرفته کار به خاص سیستم

عامه تفسیر از خلاصه�ای ١.٣.٣

لامبالͽن، پیرو در ابتدا باشیم. داشته تفسیر این اصلͬ محتوای تعیین و تکرار بر سعͬ باید حال

را نیست K(w) > c اثبات به قادر T صوری سیستم wها، تمام برای که c کوچͺترین مͬ�بایست

تفسیر آنالیز برای نکته این مͬ�دهیم. نشان cT با را آن و نامیده T صوری سیستم مشخصه�ی ثابت

است: زیر مفید بخش دو شامل عامه

الͽوریتمͬ پیچیدگͬ از استفاده با را حسابی صوری نظریه�ی اطلاع، محتوای یا قدرت، مͬ�توان (١)

کرد. اندازه�گیری است) شده پیشنهاد هم با استنتاج قواعد و اصول مواقع، بعضͬ در (یا اصول

دارد. بستگͬ T اصول پیچیدگͬ به فقط (T مشخصه�ی ثابت (همان cT محدود ثابت (٢)

را نظریه قدرت طریقͬ به نظریه ͷی مشخصه�ی ثابت که این به مشابهͬ اشاره�ی هم با دو این

مواقع بعضͬ دارد: وجود ابهام چند (٢) قسمت در که است ذکر به لازم دارند. مͬ�کند، منعکس

اصول پیچیدگͬ اندازه�ی گاهͬ و اصول پیچیدگͬ گاهͬ است، مربوطه اصول طول آن که مͬ�کند بیان

خواهد اعمال گزینه�ها این دو هر ما نقد در حال، هر به مͬ�گیرد. نظر در هم با را استنتاج قواعد و

شد.
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عامه تفسیر نقد ٢.٣.٣

تفسیر این که مͬ�کند بیان وی بود. کرده انتقاد عامه دیدگاه این از لامبالͽن شد، اشاره که همانطور

از نتیجه�ای به او سپس است». شده پشتیبانͬ حقایق توسط کمͬ خیلͬ بخش فقط حاضر حال «در

دارند وجود ،Tn قوی اعداد نظریه�ی بی�نهایت تعداد که مͬ�کند استدلال و کرده اشاره لوی و کریزل

مͬ�کند تاکید لامبالͽن مͬ�باشند. دارا را c مشخصه�ی ثابت همان و داشته قرار ZF و PA بین که

نحوه�ی درباره�ی ایده�ای هیچ حتͬ ما این، از بدتر و ! ... cZF > cPA آیا که نمͬ�دانیم حتͬ «ما که

بیشتر که دهیم نشان باید ولͬ موافقیم اساسͬ نکات این با ما نداریم.» نوع این از نتایجͬ تصدیق

مͬ�رسد قبل فصل آخر به خواننده که زمانͬ کرد. صحبت موضوع این درباره�ی مͬ�توان این�ها از

پشتیبانͬ حقایق توسط کمͬ خیلͬ بخش فقط حاضر حال «در عامه تفسیر تنها نه که مͬ�برد پی

عامه دیدگاه برای را نقضقوی مثال�های ابتدا، است. حقایق با تضاد در کامل طور به بلͺه مͬ�شود»،

تصدیق نحوه�ی و cZF > cPA یعنͬ لامبالͽن، قبلͬ پرسش که مͬ�دهد نشان بحثمان مͬ�دهیم. ارایه

نیست. خوشتعریف نوع، این از نتایجͬ

کنیم؟ صفر را مشخصه ثابت چͽونه ۴.٣

نظریه�ی هر در چͽونه که مͬ�دهیم نشان ثابت، نقطه قضیه�ی از کننده سرگرم� کاربرد ͷی عنوان به

مͬ�شود. صفر مشخصه ثابت صوری

دارد وجود اندیس�ها از قبولͬ قابل سیستم تعریف امͺان ،T صوری نظریه�ی هر برای .١.۴.٣ قضیه

مͬ�شود. cT = 0 مشخصه ثابت که

قضیه اثبات برای که بͽیریم نظر در ابتدایی حساب شامل را T صوری سیستم دهید اجازه برهان.

داده طبیعͬ اعداد به تورینگ ماشین�های از π اولیه دوسویی کدگذاری که کنید فرض مͬ�خواهیم.

اجازه و باشند. شده شمارش ... و Φ1 و Φ0 صورت به مͬ�توانند تورینگ ماشین�های بنابراین شده:

کنیم: تعریف زیر صورت به را شده) داده n به (نسبت πn رمزگزین تابع دهید
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πn(x) =


0 x = n

x+ 1 x < n

x x > n.

کدگذاری کارآمد طور به مͬ�توان شده، داده n عدد و π اولیه کدگذاری برای که است واضح

جدید کدگذاری این به نسبت را کولموگروف پیچیدگͬ آورد. دست به را πn توسط شده تعیین جدید

حسابی الͽوریتمͬ پیچیدگͬ .Kn(x) = µz
(
∃y[πn(y) = z ∧ Φy ↓ x]

)
یعنͬ مͬ�نامیم، Kn

برای پس ساخت. مͬ�کند تعریف اولیه) کدگذاری (برای را آن که صوری فرمول ͷی مͬ�توان و است

طور به مͬ�توان ،πn برای فوق تعریف صوری�سازی از استفاده با سادگͬ به شده، داده فرمول این

فرمول گودلِ عدد برای علاوه، به کند. تعریف را Kn شده داده n برای که کرد پیدا فرمولͬ کارآمد

ماشین کارآمد طور به مͬ�توان کرد. پیدا را اخیر فرمول گودلِ عدد کارآمد طور به مͬ�توان شده، داده

برای که �کند جستجو را xای حداقل که یافت است) m اولیه کدگذاری از آن رمز (که Φm تورینگ

برای باشد) داشته وجود xای چنین (اگر یافت که زمانͬ و ،PrfT
(
x, pKn(p) > 0q

)
pها، بعضͬ

�کند. چاپ را p �کند، ثابت را این که x هر

عنوان به را اولیه�اش رمز عدد و کرده عمل این شبیه که بیابیم ماشینͬ که است آن وقت حال

تعریف زیر صورت به مͬ�توانست مطلوب ماشین رسمͬ، غیر طور به باشد. داشته Kn در n عامل

گودلِ) (عدد pها، بعضͬ برای آن آیا که کند بررسͬ عدد هر برای شود، شروع 0 «از باشد: شده

این که p ویژه�ی عدد شد، پیدا قضیه�ای چنین اگر نه. یا Ke(p)است > 0 شͺل به فرمولͬ از برهانͬ

با بͽیرید.» نظر در برنامه این (اولیه) رمز عدد را e و کند. چاپ را است شده ثابت آن برای حقیقت

f(x) بازگشتͬ تابع باشد: شده گرفته کار به زیر صورت به مͬ�تواند خودارجاعͬ این بیشتر، رسمیت

تورینگͬ ماشین (اولیه) رمز عدد f(n) = m ،Kn در شده داده n عامل برای که طوری به دارد وجود

که طوری به دارد وجود eای عدد ثابت، نقطه قضیه از استفاده با است. کردیم توصیف بالا در که

نمͬ�کند بیان تنها ثابت نقطه قضیه برهان علاوه، به مͬ�کنند. محاسبه را یͺسانͬ تابع Φe و Φf(e)

ͷی کارآمد طور به مͬ�توان بنابراین، مͬ�سازد. را آن صریحاً بلͺه است موجود eای � عدد چنین که

نمͬ�توان ،p هر برای نتیجه در و شد نخواهد متوقف هرگز برنامه این حال، هر به یافت. �eای چنین

متوقف e رمز عدد با برنامه��ی کند، ثابت را قضیه�ای چنین مͬ�توانست اگر کرد. ثابت Ke(p)را > 0
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گودل عدد کوچ�ͷترین با برهان ͷی توسط آن برای قضیه که مͬ�کند چاپ را p عدد و شد خواهد

است 0 رمز πn با شده تعیین کدگذاری در اما مͬ�باشد. Φe رمز p پیچیدگͬ بنابراین بود. اثبات قابل

صحت، فرض با داشتیم. را Ke(p) > 0 اثبات دیͽر طرف از .Ke(p) = 0 لذا و (πe(e) = 0)

رسیدیم. تناقض به بنابراین است. درست Ke(p) > 0

نتیجه ١.۴.٣

تسرملو- مجموعه� نظریه�ی مثال برای قوی، سیستم�های برای را ساختار این اگر که باشید داشته توجه

مشخصه�ی ثابت باشد، ثابت تورینگ ماشین کدگذاری و کنیم اعمال ،ZFC اختصار به فرانکل٧،

،ZFC تا Qرابینسون٨) مثال عنوان (به ابتدایی حساب ضعیف�ترین از صحیح، صوری نظریه�ی هر

قبول، قابل کدگذاری�های برخͬ تحت که مͬ�دهد نشان این داشت. خواهد را صفر مقدار همان

برهان� قدرت توسط اندازه�گیری خواه متفاوت، اساساً قدرت�های دارای نظریه�های مشخصه�ی ثوابت

باشد. یͺسانͬ مقدار است ممͺن اصول، الͽوریتمͬ پیچیدگͬ توسط خواه باشد گرفته صورت نظری

کنیم؟ بزرگ دلخواه طور به را مشخصه ثابت چͽونه ۵.٣

بزرگ دلخواه طور به صوری سیستم ͷی مشخصه» «ثابت که کرد فراهم موقعیتͬ سادگͬ به مͬ�توان

دارای که را عددی خوبی به است ممͺن نظریه ͷی که مͬ�دهد نشان وضوح به ساختار این شود.

مͬ�دهیم. ارایه را ایده این از طرح ͷی صرفاً کند. ثابت را است نظریه پیچیدگͬ از بزرگتر پیچیدگͬ

ساختار ١.۵.٣

ماشین Φ که کنید فرض باشد. ابتدایی حساب شامل شده�ی صوری نظریه�ی ͷی T که کنید فرض

در طوری را جهانͬ تورینگ ماشین مͬ�شود. متوقف و کرده چاپ را T اصول که باشد تورینگͬ

٧Zermelo-Fraenkel Set Theory
٨Robinson
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که است قوی کافͬ قدر به T که کنید فرض و باشد. 1 مذکور تورینگ ماشین کد که مͬ�گیریم نظر

مͬ�شود. متوقف و کرده چاپ را T اصول Φ کند ثابت مͬ�تواند

نظر در q100q1 صورت به را بعدی تورینگ ماشین است. شده داده نشان IΦ با اولیه حالت

ماشین این که است واضح پس است اولیه حالت فاقد تورینگ ماشین این دستور چون بͽیرید.

ابتدایی حساب شامل صوری نظریه هر در بدیهͬ حقیقت این و نمͬ�کند کار به شروع حتͬ تورینگ

در 2 را بالا تورینگ ماشین کد کنید: تعیین زیر طریق به را کدگذاری ͷی حال است. اثبات قابل

تورینگ ماشین ،k ≤ n هر ازای به .(n = 10101010
مثال طور (به ببرید بالا را n مقدار و بͽیرید نظر

در مͬ�توان که است بدیهͬ بͽیرید. نظر در شده تکرار بار k − 1 که q100q1 دستور شامل را Φk

نمͬ�کنند). هم کار به شروع (حتͬ نمͬ�کنند چاپ چیزی ماشین�ها این از ͷی هیچ که کرد ثابت T

1 عدد ماشین اینکه یعنͬ این و بͽیرید نظر در IΦ01q1 دستور شامل را Φn+1 تورینگ ماشین حال

شامل شده�ی صوری نظریه�ی هر در همواره ماشین این عملͺرد مͬ�شود. متوقف و کرده چاپ را

ثابت لذا، کنیم. ثابت T در را K(1) > n مͬ�توانیم ما بنابراین، است. اثبات قابل ابتدایی حساب

T اصول پیچیدگͬ فوق، ساختار به توجه با باشد. n از بزرگ�تر مͬ�بایست ،cT ،T نظریه مشخصه�ی

پیچیدگͬ که کند اثبات را قضیه�ای مͬ�تواند T کدگذاری، این تحت لذا است. 1 کدگذاری این تحت

محتوای cT که شایتین، نتیجه از عمومͬ تعبیر ترتیب، این به پس دارد. خودش اصول از بیشتری

با شیئͬ هیچ کند ثابت نمͬ�تواند T و مͬ�کند اندازه�گیری را T صوری نظریه قدرت میزان یا اطلاع

مͬ�شود. رد دارد، وجود cT از بیشتر کولموگروف پیچیدگͬ

مشخصه ثابت واقعͬ منبع ۶.٣

اطلاع محتوای یا قدرت شده نظریه�یصوری ثابتمشخصه�ی مقدار که مͬ�دهد نشان ملاحظاتفوق

چیست؟ مشخصه ثابت واقعͬ منبع که آید پیش سوال این است ممͺن نمͬ�کند. منعکس را اصول

که مͬ�دهد نشان تفکر این کرد. ارایه سوال این به دقیق پاسخ ͷی مͬ�توان که بود معتقد راتیͺاینن

نمͬ�شود متوقف که مͬ�شود تعیین تورینگͬ ماشین (کد) کوچ�ͷترین توسط حقیقت در cT مقدار

¬∃xϕe ≃ x که بͽیرید نظر در را e کوچ�ͷترین شود. اثبات T در نمͬ�تواند آن نشدن متوقف و
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هر برای است ممͺن کرد. ثابت را آن T شده�ی داده صوری سیستم در نمͬ�توان اما است درست

اینکه امͺان T در زیرا ،ϕn(0) ≃ m & ∀z < n¬ϕz(0) ≃ m که کند ثابت T در ،e < n هر و m

بزرگ�تر پیچیدگͬ خاص عدد هر که کرد ثابت نمͬ�توان کرد. رد نمͬ�توان را باشد zای چنین ͷی e

یا «قدرت» مورد در را چیز همه که تورینگͬ ماشین چنین ͷی کد چرا اینکه مشاهده�ی دارد. e از

ممͺن کنید توجه مͬ�رسد. نظر به سخت واقعاً مͬ�کند آشͺار T صوری نظریه�ی اطلاع» «محتوای

قدرت با نظریه�های که دهد) نشان لامبالͽن، استدلال�های همچنین و توضیحاتفوق، است(همانند

باشند. داشته را متعارف ثابت این متفاوت

به توجه با که شایتین، قضیه�ی بدیهͬ تقریباً مشاهداتبرهان این که باشید داشته توجه حال، هر به

¬∃xϕe(0) ≃ x شͺل به درست جملات تمام نمͬ�تواند صوری سیستم هیچ که معروف حقیقت این

مͬ�کند. فراهم را کند، ثابت را

قول نقل و کارکرد درهم�آمیختگͬ ٧.٣

پیچیدگͬ توسط صوری یͷسیستم اطلاع محتوای یا قدرت «که ادعا این عامه، تفسیر از تحلیلمان در

باید ادامه در مͬ�کنیم. رد را مͬ�شود» اندازه�گیری استنتاجش) قواعد و اصول پیچیدگͬ (یا اصولش

نقل درهم��آمیختگͬ ادعا این اساس زیاد احتمال به و است غیرمحتمل بشدت ادعا این اینکه درباره�ی

کنیم. بحث است، کارکرد و قول

T1 نظریه�ی که مͬ�پذیریم صورت این به را قدرت از مفروض برهان نظریه مفهوم شروع، برای

حقیقتاً کند. ثابت را مͬ�کند ثابت T2 که را قضیه�هایی تمام T1 هرگاه است، T2 نظریه�ی از قوی�تر

را طبیعͬ مفهوم این که نظریه�ای اطلاع محتوای یا قدرت توان، مفاهیم تمام درباره�ی جدی تفکر

این با مغایر وضوح به اصول پیچیدگͬ توسط آن�ها اندازه�گیری ایده�ی اما است. سخت کند، نقض

باشد. آن شامل قوی نظریه ͷی از پیچیده�تر است ممͺن ضعیف نظریه�ی ͷی است. شهودی تصویر

پیچیده فوق�العاده متناهͬ مجموعه�ی بزرگو T1بسیار نظریه�ی ،ͷمضح ساده یͷمثال عنوان به

تفسیر با مطابق حال بͽیرید. نظر در را n = n شͺل به معادلات از شده) داده گذاری کد به (نسبت

این حقیقت در البته، اما است. مفیدی اطلاعات حاوی و ازحد بیش قدرت دارای نظریه این عامه،
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T2است بدیهͬ و ساده خیلͬ نظریه�ی مشمول نظریه این است. بی�فایده کاملا ضعیفو خیلͬ نظریه

مͬ�باشد. ∀x(x = x) اصل تنها شامل که

نظریه�ی اصول از پیچیده�تر PRA ابتدایی بازگشتͬ حساب اصول مͬ�رسد نظر به همچنین

دارای یا قوی�تر، PRA کند ادعا که مفهومͬ ارایه�ی اما باشد، ZFC تسرملو-فرانکل مجموعه�ی

اطلاع محتوای یا قدرت، ساده، بیان به مͬ�رسد. نظر به سخت است، ZFC از بشتر اطلاع محتوای

است. آن بیان نحوه�ی مشͺل از مستقل کاملا نظریه ͷی

دارد، وجود قول نقل و کارکرد بین درهم�آمیختگͬ از روشنͬ نمونه که مͬ�شود تصور این�گونه

با را تمایز این خوبی به وی است. شده تاکید کواین٩ توسط است، ویژه�ای اهمیت دارای که تمایزی

مذکور) (کلمه�ی «بستون» اما دارد، جمعیت نفر 800000 استفاده) مورد (کلمه�ی بستون که مثال این

است. داده نشان است، حرف پنج شامل

نظریه�ها مشخصه�ی ثوابت و قدرت ٨.٣

تورینگͬ ماشین توسطکوچ�ͷترین یͷثابتمشخصه حقیقتمقدار در که دادیم نشان بخش٣.۶ در

مͬ�آوریم مثالͬ ادامه در مͬ�شود. تعیین کرد ثابت را آن ناپذیری توقف نمͬ�توان و نمͬ�شود متوقف که

مͬ�سازد. روشن را عامه تفسیر مشͺل که

T2 و T1 صورت به T برای توسیع دو مͬ�توان بͽیرید. نظر در c مشخصه ثابت با را T نظریه��ی

T2 به و مͬ�کنیم، اضافه را «Φcمتوقفنمͬ�شود» که (درست) T1جمله� به که طوری به گرفت نظر در

متوقف Φd» که ،c < d که طوری به ،Φd مثل دیͽری ماشین درباره�ی (درست) مشابه جمله�ی ͷی

اما .cT1 > cT که حالͬ در cT2 = cT که مͬ�شود ملاحظه وضوح به حال مͬ�افزاییم. را نمͬ�شود»

T2دارد. از بزرگ�تری اطلاع محتوای یا T1قوی�تر، کند بیان که ندارد وجود کننده�ای قانع دلیل هیچ

است. بزرگ�تر T2 اصول الͽوریتمͬ پیچیدگͬ از T1 اصول الͽوریتمͬ پیچیدگͬ گفت نمͬ�توان و

٩Quine
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توسط شده تعریف نظریه��های مشخصه ثوابت

کولموگروف پیچیدگͬ

۶٣
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شایتین ناتمامیت ١.۴

طور به و صحیح صوری، نظریه�ی ͷی برای کرد: اثبات زیر شͺل به را ناتمامیت قضیه�ی [۴] شایتین

�طوری به است موجود c مانند کرانͬ تورینگ، ماشین�های از شمارش ͷی و T اصل�پذیر بازگشتͬ

اول قضیه برای شایتین که اثباتͬ نیست. اثبات قابل T در K (n) > c جمله�ی ،n عدد هر برای �که

شایتین است. معروف شایتین ناتمامیت به که مͬ�باشد بِری پارادوکس بر مبتنͬ داد ارایه ناتمامیت

(برای است. کرده استفاده کولموگروف پیچیدگͬ مفهوم از بِری، پارادوکس کردن صوری برای

شایتین مشخصه ثابت را ها c چنین کوچ�ͷترین ما شود.) رجوع [۴١] مرجع به اثبات مطالعه

مͬ�دهیم. نشان cT با و نامیده

صوری نظریه قدرت میزان یا اطلاعͬ محتوای cT که است این شایتین نتیجه از عمومͬ تعبیر

فقط cT که کرد نشان خاطر و کرده انتقاد تعبیر این به [٢۵] لامبالͽن مͬ�کند. اندازه�گیری را T

مͬ�پذیرد. تاثیر نیز تورینگ ماشین�های شمارش انتخاب نحوه از بلͺه نشده تعیین T توسط فقط و

شمارشͬ ،Tصوری نظریه هر برای که داد نشان و قوتبخشیده را لامبالͽن استدلال [٣٣] راتیͺاینن

وی مقاله همان در مͬ�کند. بزرگ دلخواه طور به یا صفر را cT که دارد وجود تورینگ ماشین�های از

ماشین کد کوچ�ͷترین rT فرضکنید دهد. ارایه ملموس �صورت به را cT از خاصیتͬ مͬ�کند سعͬ

را آن توقف�ناپذیری خاصیت نمͬ�توانیم ما اما نمͬ�شود، متوقف خالͬ) نوار (روی که باشد تورینگͬ

مشخصه ثابت را rT این ما شود. تعیین rT توسط مͬ�تواند cT که کرد بیان او کنیم. ثابت T در

مͬ�نامیم. T راتیͺاینن

ندارند مطابقتͬ هم با rT و cT راتیͺاینن ادعای برخلاف دهد نشان که است این فصل این هدف

مͬ�دهیم نشان ابتدا متفاوتند. هم با cT و rT ریاضͬ ویژگͬ�های از بعضͬ دهد نشان همچنین و

ماشین�های شمارش بازچینͬ با نیست. درست آن برعکس اما است برقرار rT 6 cT کلͬ �طور به

ثابت علاوه به بͽیریم. نظر در بزرگ دلخواه �طور به را cT و rT بین اختلاف مͬ�توانیم تورینگ،

S در که T در اثبات قابل Π1-جمله�ای وجود فرض با S و T حسابی نظریه�ی دو برای مͬ�کنیم

و rS < rT داریم آن�ها برای که است موجود تورینگ ماشین�های از شمارشͬ نیست، اثبات قابل

.cT = cS
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تورینگ ماشین�های درباره�ی را اطلاعاتͬ اساسͬ طور به مشخصه ثابت دو این که آنجایی از

بیان برای ثابت روش ͷی T زبان مͬ�شود فرض لذا مͬ�کنند، ارزیابی شده�اند) داده T توسط (که

برای بسیار موضوعه اصول با صوری نظریه است ممͺن اما، دارد. تورینگ ماشین�های خروجͬ�های

این زیرا نکند، بیان کولموگروف پیچیدگͬ مورد در حقیقتͬ هیچ تورینگ، ماشین�های خروجͬ�های

آن بین ارتباطͬ هیچ موضوعه اصول که باشند شده بیان مختلفͬ نماد�های با است ممͺن ایده دو

فرض این از رهایی برای صحت و بازگشت قضیه از راتیͺاینن نکند. برقرار نمادها از دسته دو

آن در که صوری نظریه�های به یا اول، مرتبه حساب نظریه�های به را نظریه�هایمان ما مͬ�کند؛ استفاده

نظریه نظریه�هایمان، که کنیم فرض و مͬ�کنیم محدود شود، تفسیر مͬ�تواند اول مرتبه�ی حساب�های

باشند. PA توسیع و اصل�پذیر بازگشتͬ طور به و حسابی صحیح

محاسبه�پذیری حسابی�سازی ٢.۴

باشد، hi < mi ،i < k هر ازای به که کنید فرض چین١ͬ). باقͬ�مانده (قضیه .١.٢.۴ قضیه

صورت این در اولند. هم به نسبت miها که طوری به� طبیعͬ�اند، اعداد hiها و miها درآن که

آن در که مͬ�باشد، rem(a,mi) = hi ،i < k هر ازای به که طوری به است موجود a طبیعͬ عدد

است. mi بر a تقسیم باقͬ�مانده دهنده نشان rem(a,mi)

شود. مراجعه [١] به برهان.

توسط مͬ�تواند طبیعͬ اعداد از (x, y)مرتب زوج هر .٢.٢.۴ تعریف

⟨x, y⟩ = 1
2 (x+ y) (x+ y + 1) + x

از (x0, x1, ..., xn) چند�تایی همچنین مͬ�دهند. نمایش نیز pair(x, y) با را آن که شود کدگذاری

استقرایی �صورت به که شود، کدگذاری ⟨x0, x1, ..., xn⟩ طبیعͬ عدد توسط مͬ�تواند طبیعͬ اعداد

مͬ�شود: تعریف n > 2 برای زیر

١Chinese Remainder Theorem
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.⟨x0, x1, ..., xn⟩ = ⟨x0, ⟨x1, ..., xn⟩⟩

است. دوسویی pair : N2 −→ N تابع .٣.٢.۴ لم

و x + y = k و ⟨x, y⟩ = ⟨x′, y′⟩ که کنید فرض pair تابع بودن ͷی به ͷی اثبات برای برهان.

k ̸= k′ که فرضکنید حال .k(k+1)
2 + x = k′(k′+1)

2 + x′ داریم صورت این در باشد؛ x′ + y′ = k′

k + 1 ≤ k′ صورت این در که باشد k < k′ که کنیم فرض است؛ k′ < k یا k < k′ یا لذا باشد

لذا و بود خواهد

⟨x, y⟩ = k(k+1)
2 + x ≤ k(k+1)

2 + k < k(k+1)
2 + k + 1 = (k+1)(k+2)

2 ≤ k′(k′+1)
2 ≤

k′(k′+1)
2 + x′ = ⟨x′, y′⟩

از نتیجه در پس مͬ�رسیم. تناقض به k′ < k از ترتیب همین به است. فرض با متناقض که

تساوی از پس x + y = x′ + y′ یعنͬ این و k = k′ داریم ⟨x, y⟩ = ⟨x′, y′⟩ که آنجایی

پس y؛ = y′ نتیجه در و x = x′ که مͬ�شود نتیجه (x+y)(x+y+1)
2 + x = (x′+y′)(x′+y′+1)

2 + x′

قرار مثلثͬ عدد دو بین طبیعͬ عدد هر مͬ�دانیم که آنجایی از حال مͬ�شود. اثبات بودن ͷی به ͷی

یعنͬ دارد،

∀z ∈ N ∃k ∈ N; tk ≤ z < tk+1

طبیعͬ عدد z ∈ N هر برای پس است، tk = k(k+1)
2 مثلثͬ، عدد kامین دهنده�ی نشان tk آن در که

به حال y؛ = k− x و x = z − tk = z − k(k+1)
2 دهید قرار .tk ≤ z < tk+1 که است موجود kای

دوسویی نتیجه در و پوشاست pair تابع لذا ⟨x, y⟩ = k(k+1)
2 + x = z که مͬ�شود مشاهده وضوح

است.

به i < n و a = ⟨x, y, n⟩ هر برای که β : N2 −→ N تابع βگودل٢). (تابع .۴.٢.۴ تعریف

مͬ�شود: نامیده βگودل تابع شود مͬ تعریف زیر صورت

β (a, i) = rem
(
x, y(i+ 1) + 1

)
٢Gödel’s Beta Function
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نامیده a طول n مͬ�کند. محاسبه را y(i+ 1) + 1 به x تقسیم مانده�ی باقͬ تابع این حقیقت در

مͬ�شود. داده نمایش نیز a [i] با β (a, i) همچنین مͬ�دهیم. نمایش |a| با که مͬ�شود

آنگاه باشد. PA در تعریف�پذیر دلخواه تابع ͷی f : N −→ N کنید فرض .۵.٢.۴ لم

.PA ⊢ ∀n∃a
[ (
∀i < n β (a, i) = f (i)

)
∧ |a| = n

]
aای طبیعͬ عدد f(0), f(1), ..., f(n−̇1) دنباله�ی و n ∈ N هر ازای به که کنیم ثابت باید برهان.

.β(a, i) = f(i) باشیم داشته i < n هر برای که طوری به است موجود

عاد را y ،n از کمتر اعداد تمام که باشید داشته توجه و y = n!
∏n−̇1

i=0

(
f(i) + 1

)
دهید قرار

p فرضکنید ادعا، اثبات برای اولند. هم به نسبت 1+ y, 1+2y, ..., 1+ny مͬ�کنیم ادعا مͬ�کنند.

خواص طبق لذا .p | yi+ 1 و p | yj + 1 باشیم داشته ،1 ≤ i < j ≤ n ازای به که باشد اولͬ عدد

p | yi + 1 که این از صورت این در زیرا کند عاد را y نمͬ�تواند p اما .p | y(j − i) کردن عاد

که است معنͬ بدین این و p | j − iپس مͬ�باشد. p بودن اول با متناقض که p | 1 داشت خواهیم

تناقض ͷی که p | y داریم مͬ�کند عاد را y ،n از کمتر اول اعداد که آنجایی از و ،p ≤ j − i < n

است.

که طوری به است موجود xای طبیعͬ عدد گفت مͬ�توان ١.٢.۴ قضیه و ادعا به توجه با حال

x ≡ f(0) mod(1 + y)

x ≡ f(1) mod(1 + 2y)
...

x ≡ f(n−̇1) mod(1 + ny)

.|a| = n و β (a, i) = f (i) که است واضح a = ⟨x, y, n⟩ برای

مͬ�شود نامیده a0, ..., an−1 برای دنباله�ای عدد a طبیعͬ عدد ،a0, a1, ..., an−1 ∈ N هر برای

.β (a, i) = ai باشیم داشته i < n طبیعͬ عدد هر برای هرگاه

ثابت را N در درست Σ1-جمله�های ،PA شامل نظریه�های که مͬ�شود نتیجه ٢.٢.١ قضیه از

نظر در زیر صورت به را M تورینگ ماشین� کردیم بیان ٢.۴.١ بخش در که همانگونه مͬ�کنند.
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تغییر را حالت حرکت، ͷی در M مͬ�شود. شروع چپ سمت از که دارد نواری M مͬ�گیریم.

حرکت یا مͬ�شود راست یا چپ سمت به حرکت باعث و مͬ�نویسد، نوار روی را نماد ͷی مͬ�دهد،

است. خالͬ نماد دهنده�ی نشان B که باشند B و 1 و 0 نوار نمادهای که کنیم فرض نمͬ�کند.

f ≃ g صورت این در بͽیرید؛ نظر در N روی شده تعریف را g و f جزیی تابع دو .۶.٢.۴ تعریف

.g (x) = f (x) باشیم داشته x ∈ N هر برای اگر فقط� و اگر

مͬ�گیریم. کار به� را کلینͬ توسط شده اثبات بازگشت نظریه�ی از بنیادی نتیجه ͷی ما

به c مانند ثابتͬ باشد، پذیر محاسبه تام تابع ͷی f اگر کلین٣ͬ). بازگشت (قضیه .٧.٢.۴ حقیقت

.Φf(c) ≃ Φc �که �طوری به دارد وجود مؤثر �طور

فرمول با مͬ�توان را «Φm (0) ↑ » یا متوقفنمͬ�شود» متعارف �طور Φmبه عبارت«محاسبه�ی(0)

کرد: بیان زیر

.∀p
[
(Ψ0(p,m) ∧ p[0] = ⟨IM , 0, 0⟩)→ نیست پایان�پذیر متعارفاً p

]
تورینگ ماشین ͷی توسط مͬ�تواند بازگشتͬ) توابع (یا محاسبه�پذیر توابع از کارآمد شمارش هر

«مترجم۴» تابع ͷی f) f محاسبه�پذیر تام دوسویی تابع بنابراین، .[١۴] شود داده نمایش جهانͬ

باشد، جهانͬ تورینگ ماشین آن در تابعͬ («برنامه۵») کد m اگر که �طوری� به است موجود است)

برعکس، مͬ�کند. ارضا را g ≃ Φf(m) تورینگجهانͬ، ماشین mتوسط با شده کد g جزئͬ تابع آنگاه

تابع هر از کارآمد شمارش ͷی (m = 0, 1, 2, ...) Φf(m) ،f محاسبه�پذیر دوسویی تابع هر برای

شͺل به� را آن Φf(m)(x) ↓ y اگر وهمچنین مͬ�نویسیم. Φf(m) جای به را Φf
m ما است. محاسبه�پذیر

آن باشد 0 ورودی اگر مͬ�نویسیم. Φf
m(x) صورت↑ به را آن Φf(m)(x) ↑ اگر و نوشته Φf

m(x) ↓ y

،Φf
m(0) ↓ y جای به و نوشته را Φf

m ↑ ،Φf
m(0) ↑ جای به کرد؛ نخواهیم مشخص صریح طور به را

.[٢] است Σ1-تعریف�پذیر ،PA در محاسبه�پذیر تابع هر که کنید توجه مͬ�نویسیم. را Φf
m ↓ y

٣Kleene’s Recursion Theorem
۴Compiler
۵Program
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را CT (d,m) باشد. PA در Σ1-تعریف�پذیر دوسویی تابع ͷی f کنید فرض .٨.٢.۴ تعریف

و مͬ�دهد ارایه را m از متعارفͬ پایان که است ID ͷی کد d مͬ�کند بیان که بͽیرید نظر در فرمولͬ

نمایش x توسط آن مقدار که نواری با است ID ͷی کد d مͬ�کند بیان که باشد فرمولͬ tval(d, x)

فرمول جای به را Φf
m(x) ↓ y ما مͬ�شود. داده

∃p
[
Ψ2 (p, f (m) , x) ∧ ∃l

(
|p| = l ∧ CT (p[l],m) ∧ tval(p[l], y)

)]
با است معادل که مͬ�دهیم نشان Φf

m ↑ با را آن نپذیرد پایان متعارفاً Φf
m محاسبه�ی اگر مͬ�نویسیم.

.∀p
[
Ψ2 (p, f (m) , x) −→ ¬∃l

(
|p| = l ∧ CT (p[l],m) ∧ tval(p[l], y)

)]
که مͬ�دهیم نمایش Kf (n) با را f به نسبت n کولموگروف پیچیدگͬ ،n طبیعͬ عدد برای

y» با را Kf (x) = y مͬ�توانیم باشد. برقرار Φf
k = n تساوی �که است kای طبیعͬ عدد کوچ�ͷترین

کنیم. تعریف «∃pΨ2(p, f(m), 0, x) باشیم داشته که است mای کوچ�ͷترین

مشخصه ثوابت ٣.۴

و cf,T مشخصه ثابت دو بͽیرید. نظر در PA توسیع و صوری سیستم ͷی را T .١.٣.۴ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر �صورت به را rf,T
.T 0 Kf (n) > k باشیم داشته ،n طبیعͬ عدد هر برای که است kای عدد کوچ�ͷترین cf,T

.T 0 Φf
e ↑ و Φf

e ↑ باشیم داشته که طوری به است eای عدد کوچ�ͷترین rf,T

جایͽشتتعریف�پذیر Tو اصل�پذیر بازگشتͬ طور به و صوریصحیح سیستم هر برای .٢.٣.۴ قضیه

موجودند. rf,T و cf,T ،PA در f

.T 0 Kf (x) > c �که �طوری استبه موجود c طبیعͬ عدد استیعنͬ موجود cf,T مͬ�دهیم نشان برهان.

برای که داریم تورینگͬ ماشین ،k هر برای کنید: تعریف زیر �صورت به را i محاسبه�پذیر تام تابع

مͬ�شود. متوقف x خروجͬ با کرد پیدا اگر و کرده جستجو T از را Kf (x) > k برهان xها تمامͬ

به بازگشت، قضیه از استفاده با بͽیریم. نظر در i(k) را ماشین این اندیس کارآمد، طور به مͬ�توانیم
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داشته x طبیعͬ عدد برای اگر .Φc ≃ Φi(c) که طوری به بیابیم c مانند اندیسͬ مͬ�توانیم کارآمد طور

با متناقض این که Kf (x) ≤ c داشت خواهیم ،Φi(c) ≃ Φc ↓ x یعنͬ ،T ⊢ Kf (x) > c باشیم

است. Tفرضصحت

به بͽیرید نظر در را Φi(k) مانند تورینگ ماشین ͷی است. موجود rf,T که مͬ�دهیم نشان حال

�طوری به است موجود بازگشتcای قضیه از استفاده با متوقفشود. آنگاه T ⊢ Φk ↑ اگر که طوری

صحت با که T ⊢ Φc ↑ پس Φi(c) ↓ آنگاه Φc ↓ اگر چون نمͬ�شود متوقف Φc .Φi(c) ≃ Φc �که

متوقف Φc بنابراین، مͬ�شود، متوقف Φi(c) پس ،T ⊢ Φc ↑ اگر .Φc ↑ بنابراین دارد، تناقض T

.T 0 Φc ↑ داریم پس است. تناقض که مͬ�شود

.rf,T ≤ cf,T که مͬ�دهیم نشان حال

در دلخواه Σ1-تعریف�پذیر جایͽشت ͷی را f و PA توسیع و صوری سیستم ͷی را T .٣.٣.۴ لم

.T ⊢ Φf
i ↓ یا T ⊢ Φf

i ↑ یا ،i < rf,T هر برای بͽیرید. نظر

که همانطور و اثباتمͬ�کند، Nرا Σ1-جملاتدرستدر PAاستپستمام Tتوسیع چون برهان.

و .T ⊢ Φf
i ↓ n آنگاه ،Φf

i ↓ n اگر بنابراین مͬ�شود، بیان Σ1-جمله ͷتوسطیΦf
i ↓ n دادیم توضیح

.T ⊢ Φf
i داشت↑ خواهیم ،rf,T کمینگͬ و تعریف۴.١.٣ به توجه با صورت این در Φf

i ↑ اگر

داریم ،f تعریف�پذیر جایͽشت هر PAاستو توسیع صوریTکه سیستم هر برای .۴.٣.۴ قضیه

.rf,T ≤ cf,T

،n ̸∈ {Φf
0(0), ...,Φf

cf,T
(0)} کنید فرض و باشد. rf,T > cf,T کنید (خُلف) فرض برهان.

توجه با صورت، این درغیر .T ⊢ ¬(Φf
i ↓ n)پس T ⊢ Φf

i ↓ k اگر باشد؛ k ̸= n و بوده i ≤ cf,T

در که دیدیم .T ⊢ ¬(Φf
i ↓ n)پس T ⊢ Φf

i ↑ که مͬ�شود نتیجه ٣.٣.۴ لم از i < rf,T که این به

که T ⊢ Kf (n) > cf,T لذا .Kf (n) ̸= i ،i ≤ cf,T هر ازای به پس T ⊢ ¬(Φf
i ↓ n)حالت دو هر

است. cf,T تعریف با تناقض ͷی

T شده داده صوری سیستم ͷی برای حقیقت، در نیست. برقرار rT ≥ cT لزوماً حال، هر به

.rT < cT باشیم داشته که کنیم فهرست گونه�ای به را تورینگ ماشین�های مͬ�توانیم
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.PA ⊢ Φfoσ
m ≃ Φf

σ(m) داریم ،PA در σ : N −→ N جایͽشتتعریف�پذیر برایهر .۵.٣.۴ ملاحظه

نگاشت باشد. PA در Σ1-تعریف�پذیر دوسویی تابع ͷی f : N −→ N کنید فرض .۶.٣.۴ لم

PA توسیع که T صوری سیستم هر برای که است موجود PA در Σ1-تعریف�پذیر ،g : N −→ N

داریم: باشد

و T ⊢ Φf
g(m) ↑ اگر فقط� و اگر T ⊢ Φf

m ↑ .١

.T ⊢ ¬(Φf
g(m) ↓ 0) .٢

بنویسد. 1 نوار روی توقف از قبل که مͬ�سازیم انتقال قوانین کردن اضافه با تورینگͬ ماشین برهان.

نظر در تورینگͬ ماشین را M = (SM ,Γ, δM , IM , FM) و بوده طبیعͬ عدد ͷی m کنید فرض

M ′ = (SM ∪ {qf},Γ, δ′, IM , {qf}) کنید فرض است. شده کدگذاری f(m) توسط که بͽیرید

qf و بوده δ′ = δ ∪
{
(q, b, qf , 1, S) : b ∈ {0, 1, B}, q ∈ FM

}
آن در که باشد تورینگͬ ماشین

g که مͬ�کنیم ادعا باشد. g(m) = f−1(m′) و M ′ کد m′ کنید فرض مͬ�باشد. جدید حالت ͷی

است. مطلوب تابع

آنگاه باشد، Φf
g(m) ↑ که درحالتͬ .PA ⊢ ¬(Φf

g(m) ↓ 0) یعنͬ مͬ�دهیم، نشان را (٢) ابتدا

.Φf
g(m) ↓ yداشت خواهیم yها بعضͬ برای و متوقفشده Φf

g(m) اینصورت غیر در .¬(Φf
g(m) ↓ 0)

نشان را (١) حال .PA ⊢ ¬(Φf
g(m) ↓ حالت(0 هر در پس .y ̸= 0 Mداریم ′ ساختار به توجه با اما

پس .T ⊢ Φf
m ↑ کنید فرض مͬ�دهیم.

T ⊢ ∀p(Ψ2(p, f(m), 0) −→ ¬∃l(|p| = l ∧ CT (p [l] ,m) ∧ tval(p[l], y))).

Σ1-فرمول و دلخواه طبیعͬ عدد ͷی p′ کنید فرض داد. انجام T در مͬ�توان را رو پیش استدلال

باشد. داشته Mرا ′ از نهایی حالت p′ در ID آخرین کنید فرض باشد. درست Ψ2(p
′, f(g(m), x)

معتبر محاسبه�ی p ،M ′ تعریف به توجه با مͬ�نامیم. p را آن و کرده حذف را p′ در ID آخرین

است. تناقض ͷی که Φf(m) ↓ داریم بنابراین است. یافته پایان متعارفاً که مͬ�دهد نشان را «f(m)»

ندارد. Mرا ′ از نهایی حالت ،p′ در ID آخرین درنتیجه

کنید فرض عکس، بر



٧٢ کولموگروف پیچیدگͬ توسط شده تعریف نظریه��های مشخصه ثوابت .۴ فصل

،T ⊢ ∀p′(Ψ2(p
′,m′, 0) −→ ¬∃l(|p′| = l ∧ CT (p′ [l] ,m′) ∧ tval(p′[l], y)))

یͷعدد p فرضکنید است. بالا در Mتوصیفشده ′ تورینگ ماشین ′mکد = f(g(m)) آن در که

متوقف متعارفاً Mکه از معتبری محاسبه p اگر باشد. برقرار Ψ2(p, f(m), x) و بوده دلخواه طبیعͬ

M ′ معتبر محاسبه�ی از p′ مانند کدی تا کنیم اضافه p Mبه ′ از ID مͬ�توانیم دهد، نشان را مͬ�شود

از معتبر محاسبه�ا�ی p بنابراین، است. فرض با متناقض این آید. دست به مͬ�شود متوقف متعارفاً که

نمͬ�دهد. نشان را مͬ�شود متوقف متعارفاً Mکه

تابع ͷی f : N −→ N و بوده PA توسیع و صوری سیستم ͷی T کنید فرض .٧.٣.۴ قضیه

موجود PA در تعریف�پذیر N روی σ جایͽشت بنابراین باشد. PA در Σ1-تعریف�پذیر دوسویی

.rf,T = rfoσ,T < cfoσ,T �که �طوری به است

باشد. بزرگ بسیار دلخواه به�طور مͬ�تواند cfoσ,T و rfoσ,T بین اختلاف علاوه، به

موجود N روی σ جایͽشت که مͬ�دهیم نشان باشد. دلخواه طبیعͬ عدد ͷی n کنید فرض برهان.

است. n از بزرگ�تر cfoσ,T و rfoσ,T بین اختلاف و بوده rf,T = rfoσ,T < cfoσ,T �که �طوری به است

جایͽشتͬ σ فرضکنید و باشد. f به نسبت ۶.٣.۴ لم در آمده دست به تابع g : N −→ N فرضکنید

،٣.٣.۴ لم به توجه با .σ(i) = g(i) باشیم داشته i ≤ rf,T + n برای �که �طوری به باشد N روی

.T ⊢ ¬(Φfoσ
i ↓ 0) ،i ≤ rf,T + n برای اما .T ⊢ Φfoσ

i ↑ یا T ⊢ Φfoσ
i ↓ یا ،i < rf,T هر برای

است. برقرار rf,T + n < cfoσ,T درنتیجه .T ⊢ Kfoσ(0) > rf,T + n بنابراین

وجود m0 باکد تورینگͬ ماشین آنگاه باشد. LA در 0∆-فرمول ͷی ψ(x) کنید فرض .٨.٣.۴ لم

�که �طوری به دارد

و
[
PA ⊢ ψ(x)

]
←→ Φm0(x) ↓ 1

.
[
PA ⊢ ¬ψ(x)

]
←→ Φm0(x) ↓ 0

در مͬ�شود تعریف ادامه در که را Φm0 تورینگ ماشین و دلخواه 0∆-فرمول ͷی را ψ(x) برهان.

ψ(x) برای برهانͬ اگر و کرده جستجو را PA از ¬ψ(x) و ψ(x) برای برهانͬ Φm0 بͽیرید: نظر

0 خروجͬ و شده متوقف یافت ¬ψ(x) برای برهانͬ اگر و بدهد را 1 خروجͬ و شده متوقف یافت
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و Φm0؛ ↓ 1 ،Φm0 ساخت روند به توجه با صورت این در ،PA ⊢ ψ(x) که کنید فرض بدهد. را

توضیحات به توجه با صورت این در Φm0 ↓ 1 اگر عکس، برای .Φm0 ↓ 0 آنگاه PA ⊢ ¬ψ(x) اگر

برهانͬ Φm0 ،Φm0 ↓ 0 اگر و .PA ⊢ ψ(x)پس است؛ PAیافته از را ψ(x) برای برهانͬ Φm0 فوق،

.PA ⊢ ¬ψ(x)پس است؛ یافته PA از را ¬ψ(x) برای

وجود m کد با تورینگͬ ماشین آنگاه باشد. LA در 0∆-فرمول ͷی ψ(x) کنید فرض .٩.٣.۴ لم

�که �طوری به دارد

.
[
PA ⊢ ∀xψ(x)

]
←→ Φm ↑

نظر در ψ(x) برای مͬ�توانیم ٨.٣.۴ لم به توجه با که باشد تورینگͬ ماشین Φm0 کنید فرض برهان.

باشد: است شده بیان زیر در که C برنامه با متناظر تورینگ ماشین ͷی Φm کنید فرض بͽیریم.

که مͬ�کند ذخیره را x مقدار Φm است. Φm اولیه حالت IM مͬ�دهیم. توضیح دقیق�تر را Φm

پس باشد، 0 مقدار اگر مͬ�کند. ارزیابی Φm0 نقش با را ψ(x) ،Φm پس کنیم. بازیابی بعداً مͬ�توانیم

قطعه به x مقدار پس باشد 1 مقدار اگر مͬ�شود. متوقف و شده وارد qf یͺتای و نهایی حالت به

وارد IM را اولیه حالت و مͬ�دهد افزایش 1 توسط را x مقدار Φm پس مͬ�شود. بازیابی نوار اولیه

مͬ�کند.

مͬ�توانیم باشیم. داشته را ∀xψ(x) فرضکنید مͬ�کنیم. PAکار در ما مͬ�دهیم. نشان را لم حال،

دارد: دلالت زیر ادعای بر که دهیم نشان LA در فرمولͬ

حالت دارای نهایی ID که است موجود 0 ورودی با Φm از پردازشͬ ها، n تمام برای .١٠.٣.۴ ادعا

است. n نوار محتوای و بوده اولیه

است. n = 0 برای پردازشͬ ⟨IM , bin(0), 0⟩ فرد به� منحصر ID با پردازش که است واضح این

نهایی ID که است موجود 0 ورودی با Φm از پردازشͬ استقراء، فرض با باشد. n ≥ 1 کنید فرض

مͬ�توانیم داریم. Φm0 ↓ 1 برای را pn پردازش�های ،∀xψ(x) چون است. ⟨IM , bin(n− 1), 0⟩ آن

باشیم. داشته آمده به�دست قبلا́ که x + + اجرای برای پردازشͬ و کرده الحاق را pn پردازش�های
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.Φm ↑ داریم نتیجه در و است برقرار ادعا بنابراین، داریم. را ⟨IM , bin(n), 0⟩ نهایی ID با پردازشͬ

ادعای بر که کنیم بیان LA در فرمولͬ مͬ�توانیم باشیم. داشته را Φm ↑ که کنید فرض عکس، برای

دارد: دلالت زیر

نهایی ID �که �طوری به دارد وجود 0 ورودی با Φm از پردازشͬ nها، تمام برای .١١.٣.۴ ادعا

است. درست ψ(n− 1) آنگاه باشد n > 0 اگر و بوده ⟨IM , bin(n), 0⟩

با باشد. n ≥ 1 فرضکنید است. واضح n = برای0 اثباتمͬ�کنیم. nروی استقرا با را ادعا این

⟨IM , bin(n− 1), 0⟩ نهایی ID �که �طوری به است موجود 0 ورودی با Φm پردازش استقراء، فرض

دارد. وجود پردازشͬ Φm0(n − 1) ↓ 1 یا Φm0(n − 1) ↓ 0 برای ،٨.٣.۴ لم به توجه با است.

فرضمان با متناقض این .Φm ↓ داریم و کرده وارد را qf کنترل ،Φm0(n − 1) ↓ 0 که حالتͬ در

٨.٣.۴ لم به باتوجه درنتیجه، است. موجود Φm0(n − 1) ↓ 1 برای پردازشͬ بنابراین، مͬ�باشد.

درست ادعا بنابراین دهیم. افزایش n به n− 1 از را xارزش نوار مͬ�توانیم حال، .ψ(n− 1) داریم

.∀xψ(x) داریم ادعا، به توجه با لذا است.

است. بیان قابل زیر قضیه ٩.٣.۴ لم به توجه با

و اصل�پذیر بازگشتͬ طور به صحیح، صوری نظریه�های ،S و T که کنید فرض .١٢.٣.۴ قضیه

معادلند: زیر گزاره�های آنگاه ،S < T که طوری به باشند PA توسیع

.S 0 θ اما T ⊢ θ �که �طوری به است موجود θ Π1-جمله�ی .١

.rS < rT �که �طوری به است موجود تورینگ ماشین�های از شمارشͬ .٢

مͬ�کند. ارضا را (١) که بͽیرید نظر در Π1-جمله�ای را θ و باشد برقرار (١) که کنید فرض برهان.

کد با تورینگͬ ماشین که گرفت نتیجه مͬ�توان ٩.٣.۴ لم از استفاده با ،S 0 θ Tو ⊢ θ که آنجایی از

راتیͺاینن، مشخصه ثابت تعریف به توجه با بنابراین، .S 0 Φm ↑ و T ⊢ Φm ↑ که دارد وجود m

،Tصورت این در باشد. rS < rT که کنید فرض عکس، برای .rS < rT لذا rS ≤ m و m < rT

کند. اثبات را آن نمͬ�تواند S که حالͬ در مͬ�کند اثبات را ΦrS ↑ Π1-جمله�ی
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از شمارشͬ Π1-شͺاف١، ͷی گرفتن نظر در با نظریه دو برای که مͬ�دهیم نشان علاوه، به

شایتین مشخصه ثابت اما داده تغییر را راتیͺاینن ثابت �که �طوری به است موجود تورینگ ماشین�های

مͬ�دارد. نگه تغییر بدون را

و اصل�پذیر بازگشتͬ طور به صحیح، صوری نظریه�های ،S و T که کنید فرض .١٣.٣.۴ قضیه

در بͽیرید. نظر در را نیست اثبات قابل S در که T در اثبات قابل Π1-جمله�ای باشند. PA توسیع

.rS < rT و cT = cS �که �طوری به دارد وجود تورینگ ماشین�های از شمارشͬ صورت این

و T ⊢ Φm ↑ ،S 0 Φm ↑ که کنیم فرض مͬ�توانیم ،١٢.٣.۴ قضیه و ۶.٣.۴ لم به توجه با برهان.

.T 0 ¬Φc ↓ n و Φc ↑ که مͬ�گیریم نظر در cͷی ،٢.٣.۴ قضیه برهان همان با .S ⊢ ¬Φm ↓ 0

چون باشد. f(x) = x اینصورت غیر در و f(c) = 1 ،f(m) = 0 که باشد تابعͬ f کنید فرض

.rf,T = 1 مͬ�شود نتیجه ،T 0 Φf
1 ↑ و T ⊢ Φf

0 ↑ �که این به توجه با .rfS = 0 پس ،S 0 Φf
0 ↑

است. cf,T = cf,S = 1 پس ،T 0 Kf (n) > 1 nها تمام برای و S ⊢ Kf (0) > 0 چون

در بزرگ دلخواه �طور به ٧.٣.۴ قضیه همچون را cf,T مͬ�توانیم فوق، قضیه در .١۴.٣.۴ ملاحظه

بͽیریم. نظر

باشد. اثبات�پذیر نظریه� دو از ͬͺی در فقط و فقط که Π1-جمله�ای
١



۵ فصل

مشخصه�ی ثوابت و کولموگروف پیچیدگͬ

حساب صوری نظریه�های

٧۶
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پیچیدگͬ cT که مͬ�کند ثابت و پرداخته rT و cT ثابتمشخصه�ی دو مورد در بحث به فصل، این

مͬ�توان همواره ،T و S نظریه دو برای که کند مͬ� استدلال ادامه در نمͬ�دهد. نشان کولموگروفTرا

معادلند: زیر شرط سه که مͬ�شود داده نشان فصل این در .cT = cS که یافت جهانͬ تورینگ ماشین

نیست. S در ولͬ است اثبات قابل T در که است موجود τ مانند Π1-جمله�ای .١

است. برقرار cS ̸= cT جهانͬ، تورینگ ماشین�های از برخͬ برای .٢

است. برقرار rS ̸= rT جهانͬ، تورینگ ماشین�های از برخͬ برای .٣

اثبات�پذیری تغییرات این از استفاده سپسبا تورینگداده ماشین�های در تغییراتͬ ابتدا منظور این برای

دیͽر، تورینگ ماشین� توسط خاص اعداد بعضͬ تولیدناپذیری با را تورینگ ماشین ͷی توقف عدم

ماشین انتخاب با که مͬ�دهیم نشان و پرداخته ثوابتمشخصه مورد در بحث به سپس مͬ�دهیم. شرح

مͬ�کنیم. رد را شایتین عمومͬ تعبیر نحو این به و کند تغییر مͬ�تواند cT مقدار مناسب، تورینگجهانͬ

مͬ�پردازیم. فصل این اصلͬ هدف اثبات به پایان در و

PA در تورینگ ماشین�های ١.۵

همانطور است. PA توسیع و سازگار اصل�پذیر، بازگشتͬ طور به نظریه�ای نظریه، ͷی از ما منظور

با را ... و Φ1 و Φ0 مانند تورینگ ماشین�های تمام از شمارش ͷی شد، بیان ٢.۴.١ بخش در که

x ورودی روی تورینگͬ M(x)ماشین کنید فرض مͬ�دهیم. نمایش Φ مانند جهانͬ تورینگ ماشین

مͬ�نویسیم ساده�تر صورت به یا M(x) ↓ y مͬ�نویسیم شود متوقف y خروجͬ با M(x) اگر باشد؛

بͽیرید. نظر در را M دلخواه تورینگ ماشین .M(x) ↑ مͬ�نویسیم صورت این غیر در M(x)؛ ↓

مانند متناهͬ مجموعه�ی ͷی با را M حالت�های مجموعه گفتیم، ۴.۴.١ تعریف در که طور همان

Mرا دستورات مجموعه و FM با Mرا نهایی حالت�های مجموعه�ی ،IM با Mرا اولیه حالت ،SM
جزیی سه ساختار ͷی عنوان به ،IDͷی اختصار به یا لحظه�ای، توصیف ͷی مͬ�دهیم. نشان δM با

دنباله ،M از پردازش ͷی است. شده گرفته نظر در M سرک موقعیت و حالت نوار، محتوای از

M پردازش�های مجموعه مͬ�کند. ارضاء را δM قوانین که است لحظه�ای توصیف�های از متناهͬ ای
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فرمول�بندی PA زبان در قبل فصل در را مفاهیم این مͬ�دهیم. نشان P (M,x) با را x ورودی روی

بود. شده بیان Σ1-جمله ͷی Mبا ↓ که طوری به کردیم

اثبات�پذیرند: PA در زیر جملات باشند. تورینگ ماشین دو N Mو کنید فرض .١.١.۵ لم

آن در که q ⊑ p یا p ⊑ q یا آنگاه باشند p, q ∈ P (M,x) و طبیعͬ اعداد از دنباله�ای x اگر .١

مͬ�باشد. از» ابتدایی١ قطعه�ی ͷی» کننده�ی بیان «⊑»

طبیعͬ اعداد از دنباله هر برای آنگاه ،SM ∩FN = ∅ و δM = δN ،IM = IN باشیم داشته اگر .٢

.P (M,x) ⊆ P (N, x)داشت خواهیم x مانند

x ورودی Mبا پردازش�های q و p ،P (M,x) تعریف طبق لذا ،p, q ∈ P (M,x) چون .١ برهان.

p = (ID0, ..., IDm) که طوری به موجودند m,n ∈ N پردازش، تعریف به بنا نتیجه در مͬ�باشند.

.q ⊑ p یا p ⊑ q یا وضوح به پس n ≤ m یا m ≤ n یا چون نتیجه در q؛ = (ID0, ..., IDn) و

m روی استقراء با اثبات .q = (ID0, ID1, ..., IDm) و q ∈ P (M,x) که کنید فرض .٢

IM آن در که ID0 = (IM , t, h) که آنجایی از q؛ = (ID0)صورت این در mباشد = 0 اگر است.

مͬ�شود نتیجه IM = IN فرض به توجه با و Mاست، سʿرʿک موقعیت h و نوار محتوای t اولیه، حالت

.q ∈ P (N, x) لذا است؛ N در q = (ID0)پردازش برای اولیه توصیف ͷی ID0 = (IN , t, h) که

که مͬ�دهیم نشان باشد. +mبرقرار 1 از کمتر طول با پردازش�های تمامͬ برای حͺم که فرضکنید

طول با دلخواه پردازشͬ q که کنید فرض است. برقرار نیز m + 1 طول با پردازش�های برای حͺم

q از اولیه بخش ͷی p کنید فرض .q = (ID0, ID1, ..., IDm) و باشد x ورودی Mبا از m + 1

کنید فرض .p ∈ P (N, x) استقراء فرض به بنا .p = (ID0, ID1, ..., IDm−1) است، m طول با

پس p ∈ P (M,x) که آنجایی از و qm−1 ∈ SN صورت این در IDm−1 = (qm−1, tm−1, hm−1)

مͬ�توان بالا توضیح با .qm−1 ̸∈FN پس ،SM ∩ FN = ∅ که مͬ�دانیم مسئله فرض از .qm−1 ∈ SM

اثر (qm−1, tm−1) روی را δN و نمͬ�شود متوقف qm−1 حالت با N تورینگ ماشین که گرفت نتیجه

IDm همان جدید ID مͬ�بایست لذا δN = δM فرض به بنا ولͬ مͬ�سازد. جدید IDͷی و مͬ�دهد

است. x ورودی با N از پردازشͬ q توضیحات، این با باشد. q به متعلق

١Initial Segment
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عملا́ مͬ�توانند نظریه�ها که این و پرداخت خواهیم توقف بدون تورینگ ماشین�های به ادامه در

در تغییراتͬ ما کنند. ثابت را تورینگ ماشین�های این توسط خاص اعداد از بعضͬ نشدن تولید

اعداد از بعضͬ تولیدناپذیری نظریه�ها تمام مͬ�کنیم فرض که مͬ�دهیم نحوی به تورینگ ماشین�های

توقفماشین�های عدم بودن اثبات�پذیر تغییر این اما ثابتکنند تورینگرا ماشین�های این خاصتوسط

مͬ�کند. حفظ �را PA در تورینگ

بͽیرید. نظر در طبیعͬ عدد ͷی را ℓ و تورینگ ماشین ͷی Mرا .٢.١.۵ تعریف

حالت�های همان را M ℓ حالت�های مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را M ℓ تورینگ ماشین .١

باشد. M ℓ نهایی حالت تنها qf که طوری به بͽیرید نظر در qf جدید حالت علاوه�ی به M

زمانͬ مͬ�دهد فرمان آن به که باشد دستورهایی اضافه�ی Mبه دستورات Mهمان ℓ دستورات

qf حالت با و کند ℓ را نوار مقدار M ℓ مͬ�شود، وارد FM از نهایی حالتͬ به M ℓ کنترل که

شود. متوقف

به زیر جدید دستورهای و qf جدید حالت کردن اضافه از که تورینگͬ ماشین عنوان Mبه (ℓ) .٢

مقدار آنگاه شود، وارد M نهایی حالت به M (ℓ)اگر است: شده تعریف مͬ�آید دست به M

این غیر در کند ℓ + 1 را نوار مقدار M (ℓ) باشد ℓ خروجͬ اگر کند؛ بررسͬ را نوار خروجͬ

متوقف و شده وارد qf نهایی حالت Mبه (ℓ) بنابراین ندهد. انجام کاری Mهیچ (ℓ) صورت

شود.

٢.١.۵ تعریف� به مربوط :١.۵ جدول
تورینگ ماشین نوار نمادهای م. حالت�ها م. اولیه حالت نهایی حالت�های م. انتقال تابع

M ΓM SM IM FM δM
M ℓ ΓM ∪ {ℓ} SM ∪ {qf} IM {qf} δMℓ

M (ℓ) ΓM SM ∪ {qf} IM FM ∪ {qf} δM(ℓ)

آمده ٢.١.۵ تعریف در که خاصͬ شرایط گرفتن نظر در با δM از δM(ℓ) و δMℓ فوق جدول در

دهنده�ی نشان («م.» برابرند. δM با δM(ℓ) و δMℓ نباشند برقرار شرایط آن اگر و مͬ�آیند دست به

مͬ�باشد.) «مجموعه»
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تولید با را تورینگ ماشین ͷتوقفی عدم پذیری اثبات مͬ�توانیم ما بهینه�سازی، این از استفاده با

دهیم. شرح دیͽر، تورینگ ماشین توسط خاص اعداد بعضͬ ناپذیری

صورت این در بͽیرید. نظر در طبیعͬ عدد ͷی را ℓ و ورودی بدون تورینگ ماشین Mرا .٣.١.۵ لم

که: مͬ�کند اثبات PA

،(M ↑←→M ℓ ↑) ∧ (M ↑←→M (ℓ) ↑) .١

،M ℓ ↓−→M ℓ ↓ ℓ .٢

،M (ℓ) ̸↓ ℓ .٣

.∀x ̸= ℓ(M ↓ x←→M (ℓ) ↓ x) .۴

پردازش ͷی بنابراین M؛ ↑ فرضکنید کنیم. فرمول�بندی PA در را زیر برهان مͬ�توانیم .١ برهان.

پردازشͬ �طور همین Mو ℓاز پردازشͬ p ،١.١.۵ لم دوم بند به توجه با دارد. Mوجود از p مانند طویل

ͷی از توسیعͬ p آنگاه شوند متوقف M (ℓ) یا M ℓاگر ،١.١.۵ لم اول بند به توجه با است. M (ℓ)از

.M ↑−→M ℓ ↑ ∧M (ℓ) ↑ بنابراین است. تناقض ͷی که Mمͬ�باشد (ℓ) Mیا ℓ از پایان�دار پردازش

پایان�دار پردازشͬ به را p مͬ�توانیم .M ↓ باشیم داشته p مانند پایان�دار پردازشͬ با که فرضکنید

پایان�دار پردازشͬ p چون که نحو این به دهیم، خاصتوسیع حرکت�های بعضͬ کردن اضافه Mبا ℓ از

پایان�دار پردازشͬ ارایه�ی برای مͬ�شود؛ متوقف و پذیرفته پایان q′fای نهایی حالت در لذا Mاست از

را p که M (ℓ) از ممͺن پایان�دار پردازش�های تمام و کرده رجوع M (ℓ) دستورات تغییر به ،M (ℓ) از

پردازش�های این از ͬͺی حداقل که مͬ�کند اثبات PA بنابراین مͬ�کنیم. فهرست را مͬ�دهند توسیع

محقق پردازش�ها آن از ͷی کدام نمͬ�کنیم معلوم حال هر به مͬ�یابد، تحقق M (ℓ) توسط پایان�دار

مͬ�کند. ثابت Mرا ↓−→M ℓ ↓ ∧M (ℓ) ↓ ،PA بنابراین مͬ�شود.

حالت تنها که آنجایی از دارد. Mوجود ℓ از پایان�دار پردازشͬ بنابراین M؛ ℓ ↓ که فرضکنید .٢

حالت در نهایی ID با پردازش این ،٢.١.۵ تعریف اول بند به توجه با پس است qf ،M ℓ نهایی

.M ℓ ↓ ℓپس مͬ�یابد پایان ℓ خروجͬ و qf نهایی
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نهایی حالت Mبا (ℓ) اگر زیرا مͬ�آید. دست به تعریف۵.٢.١ دوم بند از وضوح به قسمت این .٣

و داده ادامه را خود پردازش�های تورینگ ماشین ،٢.١.۵ تعریف طبق شود، متوقف ℓ خروجͬ و q′f
.M (ℓ) ↓ ℓ گاه هیچ لذا مͬ�شود. متوقف qf نهایی حالت با و کرده ℓ+ 1 را ارزش نوار پردازشͬ با

نهایی حالت با M از p مانند پایان�دار پردازشͬ بنابراین M؛ ↓ x و x ̸= ℓ که کنید فرض .۴

چون و مͬ�شود نهایی حالت این Mوارد (ℓ) ،٢.١.۵ تعریف دوم قسمت به توجه با دارد. وجود q′fای
متوقف x نوار مقدار همان با و شده qf نهایی حالت وارد و نداده انجام نوار روی کاری هیچ x ̸= ℓ

مͬ�کنیم (خُلف) فرض .M (ℓ) ↓ x و x ̸= ℓ که کنید فرض عکس برای .M (ℓ) ↓ xپس مͬ�شود.

،M ↑ اول، حالت .M ↓ y و y ̸= x که دارد وجود yای یا M ↑ یا صورت این در .M ̸↓ x که

فرض با متناقض که M (ℓ) ↑ مͬ�بایست لم، همین بند اولین به توجه با زیرا بیافتد اتفاق نمͬ�تواند

قسمت اثبات روند به توجه با y ̸= ℓ اگر زیرا باشد. برقرار نمͬ�تواند نیز ،M ↓ y دوم، حالت است.

در لم همین بند سومین Mبا (ℓ) ↓ ℓ باشد y = ℓ اگر و است؛ y ̸= x با متناقض Mکه (ℓ) ↓ y رفت،

است. تناقض

مͬ�کنیم. ارزیابی تورینگ ماشین�های توسط را Π1-جمله�ها درستͬ زیر لم در

φ←→ Dφ ↑ ،PA که طوری به دارد تورینگDφوجود ماشین ،φجمله�ی-Π1 هر برای .۴.١.۵ لم

مͬ�کند. ثابت را ¬φ←→ Dφ ↓ 0 و

که بسازیم طوری را D0 مانند تورینگ ماشین ͷی مͬ�توانیم که دادیم نشان ٨.٣.۴ لم در برهان.

D1 تورینگ ماشین ،D0 تورینگ ماشین از استفاده با �کند. ارزیابی را 0∆-جمله�ها مقادیر درستͬ

یعنͬ ،∀xφ(x) گودل عدد ،φ(x) مانند 0∆-فرمولͬ برای اگر مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را

از استفاده با را φ(n) هر درستͬ D1 صورت این در بدهیم، D0 به ورودی عنوان به را ،p∀xφ(x)q

φ(n) nها بعضͬ برای که کرد مشخص D1 اگر �مͬ�کند. تعیین n = 0, 1, ... برای ͬͺی ͬͺی ،D0

را n مقدار D1 صورت این غیر در بدهد؛ را 0 خروجͬ و شده متوقف D1 آنگاه است، نادرست

نظر Dτدر ورودی بدون تورینگ ماشین عنوان به D(pτq)را ،�τ Π1-جمله�ی هر برای دهد. افزایش

طولانͬ دلخواه طور به پردازش پردازش�ها، روی استقراء با کنیم، فرض PA در را φ اگر مͬ�گیریم.

است. تعریف�پذیر PA در ¬φ با متناظر Dφ از p پایان�دار پردازش دیͽر، طرف برای داریم. Dτ از
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لذا و است D1 برای معتبر پردازشͬ p که کنیم اثبات مͬ�توانیم است، PA در ¬φ که این فرض با

.D1 ↓

است موجود AS,T تورینگ ماشین صورت این در بͽیرید. نظر در را T و S نظریه�های .۵.١.۵ لم

AS,T کنند ثابت نمͬ�توانند T و S از کدام هیچ ،n هر برای و نمͬ��شود متوقف AS,T که طوری به

کنند. ثابت را AS,T ↑ نمͬ�توانند T و S از ͷی هیچ نتیجه در نمͬ�دهد. را n خروجͬ

که طوری به بیاوریم دست به را AS,T تورینگ ماشین مͬ�توانیم بازگشت قضیه از استفاده با برهان.

یافت اگر و کرده Tجستجو و S از ͷی هر در را AS,T ̸↓ n شͺل به قضیه ͷی برای برهان ͷی AS,T

را AS,T ̸↓m ،T یا S mها، بعضͬ برای که کنید فرض شود. متوقف و بدهد خروجͬ عنوان به را n

AS,T ̸↓n ،T یا S از ͬͺی و AS,T ↓ n که طوری به است موجود n مانند عددی بنابراین کند. اثبات

درست Σ1-جمله�ی آن که مͬ�کنند ثابت زمانͬ را AS,T ↓ n ،T و S دوی هر اما مͬ�کند. ثابت را

مͬ�باشد. T سازگاری یا S سازگاری با متناقض این باشد.

مشخصه ثوابت ٢.۵

با مͬ�تواند cT که کرد ثابت و نمͬ�دهد نشان را T پیچیدگͬ cT که کرد استدلال [٣٣] راتیͺاینن

١.۴.٣ قضیه در که شود ساخته بزرگ دلخواه طور به یا صفر جهانͬ تورینگ ماشین مناسب انتخاب

نمایش rT با را آن که نمود معرفͬ هم را دیͽری ثابت مقاله، این در وی کردیم. بیان ١.۵.٣ بخش و

نمود. تعریف cT مشابه روشͬ به جهانͬ تورینگ ماشین ͷی و T به نسبت را ثابت این و داده

از بازگشتͬ شمارشͬ با متناظر جهانͬ تورینگ ماشین Φ و نظریه ͷی T فرضکنید .١.٢.۵ تعریف

باشد. ورودی بدون تورینگ ماشین�های تمام

و داده نمایش K(x) با را ،x کولموگروف پیچیدگͬ باشد. طبیعͬ عدد ͷی x کنید فرض .١

.Φy ↓ x که است yای طبیعͬ عدد کوچ�ͷترین

قضیه�ای هیچ T ،x طبیعͬ عدد هر برای که است yای کوچ�ͷترین ،T از cT مشخصه ثابت .٢

نکند. ثابت را y < K(x) شͺل به
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ثابت را آن نشدن متوقف نمͬ�تواند T و نمͬ�شود متوقف Φi که است iای کوچ�ͷترین rΦT .٣

کند.

فوق تعریف در موجودند. T صوری نظریه هر برای rT و cT که دادیم نشان ٢.٣.۴ قضیه در

مͬ�دهیم. نشان rΦT با را rT و cΦT با را cT ،KΦ با Kرا ،Φ تورینگجهانͬ ماشین مشخصکردن برای

.rΦT ≤ cΦT داریم Φ جهانͬ تورینگ ماشین و T نظریه�ی هر برای .٢.٢.۵ گزاره

ثابت T نباشد. برابر {Φ0,Φ1, ...,ΦrT−1} خروجͬ�های با که بͽیرید نظر در طوری را n برهان.

فرض اگر زیرا نمͬ�کنند؛ تولید را n ،Φi تورینگ ماشین�های از ͷی هیچ ،i < rT برای که مͬ�کند

توسط مͬ�دهد، mرا خروجͬ Φi مͬ�کند بیان که جمله�ای اینصورت در مͬ�شود، متوقف Φi که کنید

این T ،٢.٢.١ قضیه طبق لذا است PA توسیع T چون طرفͬ از و مͬ�شود بیان Σ1-جمله ͷی

{Φ0,Φ1, ...,ΦrT−1} خروجͬ�های با nفرض طبق .T ⊢ Φi ↓ mپس مͬ�کند ثابت را Σ1-جمله

توجه با نشود، متوقف Φi اگر حال است؛ اثبات قابل T در Φi ̸↓n بنابراین m؛ ̸= n لذا نیست برابر

در T ⊢ Φi ̸↓nحالت هر در پس است. اثبات قابل T در هم Φi ̸↓n ،rT کمینگͬ و ١.٢.۵ تعریف به

.rT−1 < cT بنابراین مͬ�کند. ثابت را rT−1 < K(n) ،T ،١.٢.۵ تعریف به توجه با نتیجه

،Φ0 = AS,T دادن قرار با بنابراین ،cSو cT ≤ i آنگاه باشد AS,T ،Φi اگر که باشید داشته توجه

.rT = rS = cT = cS

بوده جهانͬ تورینگ ماشین ͷی Φ همچنین و باشند PA توسیع�های T و S کنید فرض .٣.٢.۵ لم

این در نیست. اثبات قابل S در ولͬ است اثبات قابل T در که باشد Π1-جمله�ای τ کنید فرض و

صورت:

.rS < rT آنگاه ،Φ0 ∈ {D0
τ , D

(0)
τ } اگر .١

.cS < cT آنگاه ،{Φ0,Φ1} = {A(0)
S,T, D

0
τ} اگر .٢

D0را
τ ↑←→ D(0) ↑←→ Dτ ↑←→ τ ،PA ،۴.١.۵ لم و ٣.١.۵ لم اول بند به توجه با .١ برهان.

فرضمتوقف به بنا پس مͬ�شود ثابت PA D0در
τ Dو

(0)
τ نشدن متوقف چون بنایراین مͬ�کند. اثبات
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ماشین لذا نمͬ�کند ثابت را τ Π1-جمله�ی ،S چون طرفͬ از مͬ�شود؛ ثابت PA در نیز Φ0 نشدن

نیست؛ اثبات قابل S توسط آن توقف عدم که است اندیسͬ کم�ترین با تورینگ ماشین ،Φ0 تورینگ

نتیجه شده ارایه توضیح به توجه با لذا مͬ�کند ثابت را τ Π1-جمله�ی ،T چون و rS = 0 بنابراین

.rT > 0 بنابراین مͬ�کند ثابت را Φ0 شدن متوقف T که مͬ�شود

برهان با .{Φ0,Φ1} = {A(0)
S,T, D

0
τ} که بͽیرید نظر در طوری را Φ جهانͬ تورینگ ماشین .٢

از و T در τ Π1-جمله�ی اثبات�پذیری گرفتن نظر در با .cT > 1 مͬ�دهیم نشان ،T در رو پیش

ثابت را Dτ نشدن متوقف T که مͬ�شود نتیجه ۴.١.۵ لم طبق است، PA توسیع T که آنجایی

،n هر برای بنابراین مͬ�شود. ثابت T در D0
τ نشدن متوقف ،٣.١.۵ لم اول بند به بنا پس مͬ�کند؛

T که آنجایی از .PA ⊢ A
(0)
S,T ̸↓ 0 ،٣.١.۵ لم سوم بند به بنا دیͽر، طرف از .T ⊢ D0

τ ̸↓ n

نمͬ�شود. تولید D0
τ و A

(0)
S,T توسط 0 که مͬ�کند ثابت T لذا T؛ ⊢ A(0)

S,T ̸↓ 0 است، PA توسیع

نتیجه در T ⊢ 1 < K(0) ،١.٢.۵ تعریف و {Φ0,Φ1} = {A(0)
S,T, D

0
τ} که فرض به توجه با پس

.۵ تعریف به توجه با cS؛ > 1 که مͬ�کنیم (خُلف) فرض .cS ≤ 1 که مͬ�کنیم ثابت حال .cT > 1

که فرض به بنا پس S ⊢ Φ1 ̸↓ n و S ⊢ Φ0 ̸↓ n که طوری به دارد وجود n مانند طبیعͬ عدد ،١.٢

لم چهارم بند به توجه با ،n ̸= 0 اگر .S ⊢ A(0)
S,T ̸↓ n و S ⊢ D0

τ ̸↓ n ،{Φ0,Φ1} = {A(0)
S,T, D

0
τ}

روند با متناقض این که حالͬ در S ⊢ AS,T ̸↓ n که مͬ�شود نتیجه ،S ⊢ A(0)
S,T ̸↓ n اینکه و ٣.١.۵

لم دوم بند به توجه با صورت این در .n = 0 که کنید فرض حال است. ۵.١.۵ لم در AS,T ساخت

.S ⊢ Dτ ↑ که مͬ�دهد نتیجه لم همان اول بند S؛ ⊢ D0
τ ↑ که مͬ�کند ایجاب S ⊢ D0

τ ̸↓ n ،٣.١.۵

فرض با متناقض که S ⊢ τ که مͬ�شود نتیجه ۴.١.۵ لم از استفاده با و S ⊢ Dτ ↑ اینکه از حال

.cS < cT بنابراین .cS ≤ 1 حالت هر در پس است. S در τ اثبات�ناپذیری

و اگر rS < rT جهانͬ تورینگ ماشین�های از برخͬ برای که کردیم ثابت ١٢.٣.۴ قضیه در

عنوان به نیز این که نیست اثبات قابل S در که باشد موجود T در اثبات قابل Π1-جمله�ی اگر فقط

مͬ�آید. دست به زیر قضیه از نتیجه�ای

معادلند: زیر گزاره�های بͽیرید. نظر در PA توسیع را T و S .۴.٢.۵ قضیه

نیست. S در ولͬ است اثبات قابل T در که دارد وجود τ مانند Π1-جمله�ای .١
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.cS < cT و rS = rT جهانͬ، تورینگ ماشین�های از برخͬ برای .٢

.cS < cT و rS < rT جهانͬ، تورینگ ماشین�های از برخͬ برای .٣

.cS = cT و rS < rT جهانͬ، تورینگ ماشین�های از برخͬ برای .۴

که بͽیرید نظر در طوری را Φ جهانͬ تورینگ ماشین باشد. برقرار (١) که کنید فرض برهان.

S از کدام هیچ چون طرفͬ از .cS < cT ،٣.٢.۵ لم دو بند به توجه با .(Φ0,Φ1) = (A
(0)
S,T, D

0
τ )

نتیجه در دارد. پی در را rS = rT = 0 ،٣.١.۵ لم اول بند لذا نمͬ�کنند اثبات را A(0)
S,T ↑ ،T و

(Φ0,Φ1) = (D0
τ , A

(0)
S,T) که این و ٣.٢.۵ لم اول بند و (٢) گرفتن نظر در با است. درست (٢)

مشخصه ثابت چون .(Φ0,Φ1) = (D
(0)
τ , AS,T) مͬ�دهیم قرار ،(۴) برای داشت. خواهیم را (٣)

اگر عکس، برای .cS = cT = 1 داریم پس شده، محدود AS,T توسط و یافته افزایش (0) عملͽر با

را Φ0 ̸↓n ∧ Φ1 ̸↓n ∧ ... ∧ ΦcT ̸↓n ،T که طوری به است موجود nای طبیعͬ عدد باشد، cS < cT

توسط Φi ̸↓ n آن در که نمͬ�کند ثابت را Φi ̸↓ n ،S ،i < cT که iها از برخͬ برای مͬ�کند. ثابت

حالͬ در مͬ�کند اثبات را ΦrS ↑ Π1-جمله�ی ،T آنگاه rS < rT اگر است. شده بیان Π1-جمله ͷی

کند. اثبات را آن نمͬ�تواند S که

یا cS < cT تا است S به نسبت قوی�تری نظریه�ی T کنیم فرض که نیست نیازی .۵.٢.۵ ملاحظه

جهانͬ تورینگ ماشین ͷی به نسبت rT و cT بین اختلاف دیͽر، طرف از کنیم. ثابت را rS < rT

نیست. کران�دار

ماشین ،n دلخواه طبیعͬ عدد هر و Φ ورودی بدون جهانͬ تورینگ ماشین هر برای .۶.٢.۵ گزاره

.rΨT + n < cΨT و rΦT = rΨT ،KΦ = KΨ که طوری به است موجود Ψ جهانͬ تورینگ

هر برای که طوری به مͬ�کنیم تعریف جهانͬ تورینگ ماشین ͷی ،l ≤ rΦT +n+ 1 هر برای برهان.

ͷی هیچ توسط نمͬ�تواند l که مͬ�کند Tثابت .Ψli = Ψ
(l)
lj که نباشد موجود jای هیچ ،i ≤ rΦT+n

دیͽر، طرف از .rΦT + n < Kψl(l) داریم نتیجه در و باشد شده تولید ΨlrΦT+n و ... و Ψl1 و Ψl0 از

ͬͺی حداقل .rΦT = rΨl
T داریم مͬ�کند، ثابت را Φi ↑←→ Ψli ↑ ،i ≤ rΦT + n تمام برای T چون

و ... و Ψl1 و Ψl0 خروجͬ�های مجموعه�ی را N مͬ�کند. ارضا را KΦ = KΨl همواره lها این از



٨۶ حساب صوری نظریه�های مشخصه�ی ثوابت و کولموگروف پیچیدگͬ .۵ فصل

l0 ≤ rΦT+n+1 مͬ�توانیم است، عضو rΦT+n+1 حداکثر Nشامل چون بͽیرید. نظر در ΨlrΦT+n

KΦ = KΨl0 نتیجه در و rΦT + n < KΦ(l0) داریم پس نمͬ�شود. ظاهر N در که بͽیریم نظر در

است. برقرار
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Abstract

Two constants cT and rT, introduced by Chaitin and Raatikainen respectively and
defined for each recursively axiomatizable consistent theory T and universal Turing
machine, used to determine Kolmogorov complexity, are investigate this theory.
Raatikainen argued that cT does not represent the complexity of T and found that
for two theories S and T, one can always find a universal Turing machine such
that cS = cT. In this thesis, it is shown that the following three conditions are
equivalent:

1. There is a Π1-sentence τ which is provable in T but not in S,
2. cT ̸= cS for some universal Turing machine, and
3. rT ̸= rS for some universal Turing machine.

Moreover it is shown that rT does not necessarily coincide with cT; for two arith-
metical theories T and S with a Π1-sentence provable in T but not in S, there is
an enumeration of the Turing machines such that rS < rT and cS = cT.



University of Tabriz
Faculty of Mathematical Sciences

DISSERTATION SUBMITTED IN PARTIAL FULFILLMENT OF THE

REQUIREMENTS FOR THE DEGREE OF MASTER OF SCIENCE IN

PURE MATHEMATICS (MATHEMATICAL LOGIC)

Kolmogorov Complexity And Characteristic
Constants Of Formal Theories Of Arithmetic

Supervisor
Saeed Salehi

Advisor
Hazhir Homei

by

Sajad Ghanizadeh zare

2015


